
线性代数入门习题解答

刘余

清华大学

2023



目录

第零章 预备知识第零章 预备知识 3
0.1 逻辑与集合0.1 逻辑与集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
0.2 间接证明法0.2 间接证明法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
0.3 映射0.3 映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

第一章 线性映射和矩阵第一章 线性映射和矩阵 9
1.1 基本概念1.1 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 线性映射的表示矩阵1.2 线性映射的表示矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3 线性方程组1.3 线性方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4 线性映射的运算1.4 线性映射的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.5 矩阵的逆1.5 矩阵的逆 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.6 分块矩阵1.6 分块矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
1.7 LU 分解1.7 LU 分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

第二章 子空间和维数第二章 子空间和维数 83
2.1 基本概念2.1 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.2 基和维数2.2 基和维数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
2.3 矩阵的秩2.3 矩阵的秩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
2.4 线性方程组的解集2.4 线性方程组的解集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

第三章 内积和正交性第三章 内积和正交性 130
3.1 基本概念3.1 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
3.2 正交矩阵和 QR 分解3.2 正交矩阵和 QR 分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
3.3 子空间和投影3.3 子空间和投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

第四章 行列式第四章 行列式 160
4.2 行列式函数4.2 行列式函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
4.3 行列式的展开式4.3 行列式的展开式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

第五章 特征值和特征向量第五章 特征值和特征向量 186
5.1 引子5.1 引子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
5.2 基本概念5.2 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
5.3 对角化和谱分解5.3 对角化和谱分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

1



5.4 相似5.4 相似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

第六章 实对称矩阵第六章 实对称矩阵 214
6.1 实对称矩阵的谱分解6.1 实对称矩阵的谱分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
6.2 正定矩阵6.2 正定矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
6.3 奇异值分解6.3 奇异值分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

第七章 线性空间和线性映射第七章 线性空间和线性映射 246
7.1 线性空间7.1 线性空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
7.2 基和维数7.2 基和维数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
7.3 线性映射7.3 线性映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
7.4 向量的坐标表示7.4 向量的坐标表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
7.5 线性映射的矩阵表示7.5 线性映射的矩阵表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

第八章 内积空间第八章 内积空间 279
8.1 欧氏空间8.1 欧氏空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
8.2 欧氏空间上的线性映射8.2 欧氏空间上的线性映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
8.3 酉空间8.3 酉空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287

2



第零章 预备知识

0.1 逻辑与集合

练习 0.1.1. 画出例 0.1.1 中的所有集合运算律的 Venn 图．

证明: 略

练习 0.1.2. 对任意两个命题 A,B，A⇒ B 可以定义为 B∨(¬A)．直观上可以如此理解：B∨(¬A)
成立等价于 A 不成立或 B 成立，于是当 A 成立时必有 B 成立．运用例 0.1.1 中的逻辑运算
律，证明 (A⇒ B) ⇔ ((¬B) ⇒ (¬A))．

证明: 根据定义，(A⇒ B) 等价于 B ∨ (¬A) 且 ((¬B) ⇒ (¬A)) 等价于 (¬A) ∨ (¬(¬B)) =

(¬A) ∨B.

练习 0.1.3. 对任意三个命题 A,B,C，运用例 0.1。1 中的逻辑运算律，证明逻辑运算符合模律，
即当 A 是 C 的必要条件时，(A ∧B) ∨ C ⇔ A ∧ (B ∨ C)．

证明: 当 A 是 C 的必要条件时，A ∨ C = A。根据逻辑运算律的第 4 条，(A ∧ B) ∨ C =

(A ∨ C) ∧ (B ∨ C) = A ∧ (B ∨ C)。

练习 0.1.4. 对任意两个命题 A,B，我们定义运算异或 A⊕B 为 (A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A))．

1. 按例 0.1.1 的条件画出 A⊕B 对应的 Venn 图．

2. 证明异或满足交换律和结合律．

证明: 1. 略

2. 交换律即 A⊕B = B ⊕A; 这是因为

A⊕B = (A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A)) = (B ∧ (¬A)) ∨ (A ∧ (¬B)) = B ⊕A,

其中第一个和最后一个等号是定义，第二个等号是逻辑运算律的第 2 条。
结合律即：(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C)。首先由 ⊕ 的定义：

(A⊕B)⊕ C =
(
(A⊕B) ∧ (¬C)

)
∨
(
C ∧ (¬(A⊕B))

)
=
(
((A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A))) ∧ (¬C)

)
∨
(
C ∧ (¬((A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A)))

)
而(

(A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A))
)
∧ (¬C) =

(
(A ∧ (¬B)) ∧ (¬C)

)
∨
(
(B ∧ (¬A)) ∧ (¬C)

)
=
(
A ∧ (¬(B ∨ C))

)
∨
(
(¬A) ∧ (B ∧ (¬C))

)
�
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¬((A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A))) = ((¬A) ∨B) ∧ ((¬B) ∨A)
= ((¬A) ∨B) ∧ ((¬B) ∨A)
= ((¬A) ∧ ¬(B)) ∨ ((¬A) ∧A) ∨ (B ∧ (¬B)) ∨ (B ∧A)
= ((¬A) ∧ ¬(B)) ∨ (B ∧A)

需要说明的是，这一个等式实际上是在说 ¬(A⊕B) = (¬A)⊕B = A⊕ (¬B). 因此

C ∧
(
¬((A ∧ (¬B)) ∨ (B ∧ (¬A)))

)
= C ∧

(
((¬A) ∧ (¬B)) ∨ (B ∧A)

)
=
(
C ∧ ((¬A) ∧ (¬B))

)
∨
(
C ∧ (B ∧A)

)
=
(
(¬A) ∧ ((¬B) ∧ C)

)
∨
(
A ∧ (B ∧ C)

)
结合起来就有

(A⊕B)⊕ C = (A ∧ (¬(B ∨ C))) ∨ ((¬A) ∧ (B ∧ (¬C))) ∨ ((¬A) ∧ ((¬B) ∧ C)) ∨ (A ∧ (B ∧ C))
=
(
A ∧ (((¬B) ∧ (¬C)) ∨ (B ∧ C))

)
∨
(
(¬A) ∧ ((B ∧ (¬C)) ∨ (C ∧ (¬B)))

)
=
(
A ∧ (¬(B ⊕ C))

)
∨
(
(¬A) ∧ (B ⊕ C)

)
= A⊕ (B ⊕ C)

0.2 间接证明法

练习 0.2.1. 请用反证法证明以下命题．

1. 若 p > 2 是素数，则 p 是奇数．

2. 对正整数 n，若 n2 是奇数，则 n 是奇数．

3. 不存在最小的正有理数．

证明: 1. 假设存在素数 p > 2 且 p 是偶数，那么我们可以把 p 写成 p = 2q 的形式，其中

q 是整数；因为 p > 2, 则 q > 1；从而与 p 是素数矛盾。

2. 假设存在正整数 n 满足 n2 是奇数但是 n 是偶数, 则我们可以把 n 写成 n = 2q 的形

式，从而 n2 = 4q2 也是偶数，矛盾。

3. 假设存在最小的正有理数，记为 ϵ。我们考虑 δ = ϵ
2 , 此时 0 < δ < ϵ, 且 δ 也是有理数，

这与 ϵ 的最小性矛盾。

练习 0.2.2. 经典逻辑的基本公理之一是排中律，即对任意命题 A，A 不能既不真又不假．反证

法可以看作排中律的推论，即如果我们发现 A 不能是错的，那么 A 就只能是对的．因此，想要

证明命题 A 真，不妨挑一个命题 B，先证明 B ⇒ A，再证明 (¬B) ⇒ A．那么 A 就必须是真

的了．给定命题：存在两个无理数 a, b，满足 ab 是一个有理数．请先假设
√
2
√
2
是有理数，再

假设
√
2
√
2
是无理数，针对两种情形讨论来证明这个命题．

证明: 若
√
2
√
2
是有理数，我们取 a = b =

√
2, 则原命题成立。若

√
2
√
2
是无理数，我们取

a =
√
2
√
2
, b =

√
2, 则 ab = (

√
2)2 = 2, 是有理数，此时原命题也成立。
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练习 0.2.3. 证明 22
n−1 − 1 必然至少有互异的 n − 1 个奇素因数．（因此第 n 个素数 pn 一定

小于等于 22
n−1
．）

证明: 我们先证明：对任意 m 6= n, 22
m
+ 1 与 22

n
+ 1 互素。不妨设 m < n，注意到：

(22
m
+ 1, 22

n
+ 1) = (22

m
+ 1, 22

n − 22
m
) = (22

m
+ 1, 22

n−2m − 1).

另一方面，当 k 是奇数时，Xk +1 = (X +1)(Xk−1 −Xk−2 +Xk−3 + · · ·+1); 取 X = 22
m
, k =

2n−m − 1, 我们就知道存在正整数 t 使得

22
n−2m = 22

m(2n−m−1) = (22
m
+ 1)t− 1,

因此

(22
m
+ 1, 22

n
+ 1) = (22

m
+ 1, (22

m
+ 1)t− 2) = (22

m
+ 1, 2) = 1.

下面我们用数学归纳法来证明原命题。当 n = 1 时，22
n−1 − 1 = 22

0 − 1 = 1，素因子个数

为 0 = n− 1；因此命题成立。现在假设命题对于 n 成立（此即归纳假设），我们需要证明命题

对于 n+ 1 也成立。注意到

22
(n+1)−1 − 1 = (22

n−1
+ 1)(22

n−1 − 1),

根据归纳假设，22
n−1 −1至少有 n−1个素因子；而 22

n−1
+1 > 1至少有 1个素因子，根据我们

之前证明的互素性，22
n−1

+1 的素因子和 22
n−1 − 1 的素因子互不相同，因此 22

(n+1)−1 − 1 的素

因子个数比 22
n−1 −1的素因子个数至少多 1，因此 22

(n+1)−1 −1至少有 (n−1)+1 = (n+1)−1

个素因子，即命题对于 n+ 1 也成立。根据数学归纳法，原命题成立。

练习 0.2.4. 假设有一个 a× b 的巧克力排块，我们需要将它掰成 1× 1 的小块，在掰的同时会

被打分．假设掰一次将 x + y 块掰成了 x 块和 y 块，则得分 xy．证明：当巧克力被完全掰成

1× 1 的小块时，总得分永远为
1

2
ab(ab− 1)．

证明: 我们对 n = ab作归纳，即巧克力的小块个数做归纳。n = 1, 2时，直接验证即可。假设命

题对于所有 ≤ n的整数成立，我们需要证明他对于 n+1成立。现在给定一块由 n+1小块组成

的巧克力，我们掰第一次，分成了两块，块数分别为 n1, n2，则 1 ≤ n1, n2 ≤ n, n1+n2 = n+1，

根据题意，这一步得分为 n1n2. 根据归纳假设，我们将得到的两块巧克力完全掰完后，得分分
别为

1

2
n1(n1 − 1),

1

2
n2(n2 − 1)．于是总得分为

n1n2 +
1

2
n1(n1 − 1) +

1

2
n2(n2 − 1) =

1

2
(n21 − n1 + n22 − n2 + 2n1n2) =

1

2
(n+ 1)n.

故原命题成立。

0.3 映 射

练习 0.3.1. 判断下列映射是否为单射、满射、双射，并写出双射的逆映射：
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f : R → R, x 7→ x+ 1.1. f : R → R, x 7→ 2x.2. f : R → R, x 7→ 3.3.
f : R → R, x 7→ x2.4. f : (−∞, 0] → R, x 7→ x2.5. f : R → (0,∞), x 7→ ex.6.

f :

[
−3π

2
,−π

2

]
→ [−1, 1], x 7→ sinx.7.

证明: 1. 双射，逆映射为 x 7→ x− 1.

2. 双射，逆映射为 x 7→ x
2 .

3. 都不是。

4. 都不是。

5. 单射。

6. 双射，逆映射为: (0,∞) → R, x 7→ ln(x).

7. 双射。注意到反正弦函数：arcsin : [−1, 1] → [−π
2 ,

π
2 ], f 的逆映射是 x 7→ − arcsin(x)−π

练习 0.3.2. 对复合映射 f = g ◦ h，证明或举出反例．

g, h 都是满射，则 f 是满射．1. g, h 都是单射，则 f 是单射．2.
h 不是满射，则 f 不是满射．3. g 不是满射，则 f 不是满射．4.
g 不是单射，则 f 不是单射．5. h 不是单射，则 f 不是单射．6.
g, h 都不是双射，则 f 不是双射．7.

证明: 设 h : X → Y, g : Y → Z, 则 f = g ◦ h : X → Z.

1. f 是满射。对任意 z ∈ Z, 因为 g 满射，存在 y ∈ Y s.t. g(y) = z; 又 h 满，存在 x ∈ X

s.t. h(x) = y; 则 f(x) = z.

2. f 是单射。假设 f(x1) = f(x2), 即 g(h(x1)) = g(h(x2)), 因为 g 单，则 h(x1) = h(x2);
再由 h 单，则 x1 = x2.

3. 反例：X = Y = R, Z = [0,+∞), h(x) = x2, g(y) = |y|.

4. 我们只需要注意到 f 的像集是 g 的像集的子集，因此 g 不满则 f 不满。

5. 反例：X = Z = [0,+∞), Y = R, h(x) = x, g(y) = |y|,但 f : [0,+∞) → [0,+∞), f(x) =

x 是单射。

6. h 不单，则存在 x1 6= x2 使得 h(x1) = h(x2), 则 f(x1) = f(x2), 即 f 不单。

7. 反例：X = Z = [0,+∞), Y = R, h(x) = x, g(y) = |y|,但 f : [0,+∞) → [0,+∞), f(x) =

x 是双射。

练习 0.3.3.

1. 在不改变对应法则和定义域的前提下，R 上的变换 f(x) = x2 +2x+3，把陪域换成哪

个集合，得到的映射是满射？

2. 证明映射 f : [0, 1] → R, f(x) = x 是单射．

证明: 1. 只需将陪域换成值域即可，因此我们把陪域换成 [2,+∞).
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2. 假设 x1, x2 ∈ [0, 1] 满足 f(x1) = f(x2); 根据定义：f(x1) = x1, f(x2) = x2, 因此
x1 = x2, 从而 f 是单射。

练习 0.3.4. 下列 R 上的变换，哪些满足交换律 f ◦ g = g ◦ f？

1. f(x) = x+ 1, g(x) = 2x．

2. f(x) = x2, g(x) = x3．

3. f(x) = 2x, g(x) = 3x．

4. f(x) = 2x+ 1, g(x) = 3x+ 2．

5. f(x) = 2x+ 1, g(x) = 3x+ 1．

6. f(x) = sinx, g(x) = cosx．

证明: 1. (f ◦ g)(x) = 2x+ 1, (g ◦ f)(x) = 2x+ 2;

2. (f ◦ g)(x) = (x3)2 = x6, (g ◦ f)(x) = (x2)3 = x6;

3. (f ◦ g)(x) = 23
x
, (g ◦f)(x) = 32

x
，它们不相等：(f ◦ g)(1) = 23 = 8, (g ◦f)(1) = 32 = 9;

4. (f ◦ g)(x) = 2(3x+ 2) + 1 = 6x+ 5, (g ◦ f)(x) = 3(2x+ 1) + 2 = 6x+ 5;

5. (f ◦ g)(x) = 2(3x+ 1) + 1 = 6x+ 3, (g ◦ f)(x) = 3(2x+ 1) + 1 = 6x+ 4;

6. (f ◦ g)(x) = sin(cos(x)), (g ◦ f)(x) = cos(sinx).

练习 0.3.5. 对 R 上的变换 f(x) = 2x+ 1 和 g(x) = ax+ b，求实数 a, b，使得 f ◦ g = g ◦ f．

证明: (f ◦ g)(x) = 2(ax + b) + 1 = 2ax + (2b + 1), (g ◦ f)(x) = a(2x + 1) + b = 2ax + (a + b);
f ◦ g = g ◦ f ⇔ 2b+ 1 = a+ b⇔ a = b+ 1.

练习 0.3.6. 在化简函数 arccos ◦ sin :
[
−π
2
,
π

2

]
→ [0, π] 的下列步骤中，分别利用了映射的哪些

性质？

1. 如果 y = (arccos ◦ sin)(x)，则 cos y = (cos ◦(arccos ◦ sin))(x)．

2. cos ◦(arccos ◦ sin) = (cos ◦ arccos) ◦ sin．

3. (cos ◦ arccos) ◦ sin = id[−1,1] ◦ sin．

4. id[−1,1] ◦ sin = sin．

综上得 sinx = cos y，由此推断化简结果．

证明: 1. 用了映射的良定性，即给定一个对象，它对应的像是唯一一个。

2. 映射复合的结合律。

3. cos : [0, π] → [−1, 1] 和 arccos : [−1, 1] → [0, π] 互逆。

4. 恒同变换和映射的复合不改变映射。

练习 0.3.7. 用数学归纳法证明，任取有限个映射 f1, f2, . . . , fn，如果对 1 ≤ i ≤ n− 1，fi+1 的

定义域都等于 fi 的陪域，则复合映射 fn ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1 不因映射复合的计算次序而改变．
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证明: n = 1, , 2无须证明，n = 3即映射复合的结合律。假设命题对于任意 k ≤ n个映射成立，我

们需要证明命题对于 n+1个映射成立；事实上我们证明任何次序的复合都等于 fn+1◦(fn◦(· · · ))。
当我们有 n + 1 个映射，复合次序形如 (· · · fm+1) ◦ (fm · · · ) 其中 1 ≤ m ≤ n; 若则根据归纳假
设，复合映射等于(

fn+1 ◦ (fn ◦ (· · · (· · · fm+1)))
)
◦
(
fm ◦ (fm−1 ◦ (· · · (· · · f1)))

)
我们把 (fm ◦ (fm−1 ◦ (· · · (· · · f1))) 作为一个整体看成一个映射，再利用归纳假设就得到原复合
映射等于 fn+1 ◦ (fn ◦ (· · · ))。

练习 0.3.8. 证明，任意映射 f 都存在分解 f = g ◦ h，其中 h 是满射，g 是单射．

证明: 设 f : X → Y , 我们取 Z = f(X) ⊆ Y , h : X → f(X) 定义为 h(x) = f(x); g : f(X) → Y

定义为 g(y) = y.

练习 0.3.9. 给定映射 h, g 和 f = g ◦ h，证明，若 f 是双射，则 h 是单射，g 是满射．

证明: 设 h : X → Y, g : Y → Z, 则 f = g ◦ h : X → Z.
若 h(x1) = h(x2), 则 g(h(x1)) = g(h(x2)), 即 f(x1) = f(x2); 而 f 是单射，则 x1 = x2, 从

而 h 是单射。

对于任意 z ∈ Z，f 是满射，于是存在 x ∈ X 使得 f(x) = z. 令 y = h(x), 则 g(y) =

g(h(x)) = f(x) = z, 即 g 是满射。

练习 0.3.10. 证明命题 0.3.2

证明: 1. 若存在 g : Y → X 使得 g◦f = idX ,则由上一题知 f 是单射。反之，若 f 是单射，

我们把 Y 分成两部分：f(X), (Y \f(X)). 对任意 y ∈ f(X),因为 f 是单射，存在唯一的

xy ∈ X 使得 f(xy) = y, 对这样的 y, 我们令 g(y) = xy; 对于 y ∈ Y \f(X), 我们可以取
g(y)是 X 中的任意一个元素，例如我们可以固定 x0 ∈ X,令 g(y) = x0, ∀y ∈ Y \f(X).
直接验证可知 g ◦ f = idX .

2. 若存在 g : Y → X 使得 f ◦ g = idY , 则由上一题知 f 是满射。反之，若 f 是满射，对

任意的 y ∈ Y , 都存在某个 x ∈ X 使得 f(x) = y, 我们任意取定一个即可，记作 xy, 令
g(y) = xy. 直接验证可知 f ◦ g = idY .

3. 若 f 可逆，则由上一题知 f 既是单射又是满射。反之，若 f 是双射，对任意 y ∈ Y ,
都存在唯一的元素 xy ∈ X 使得 f(xy) = y; 我们令 g(y) = xy. 直接验证 g ◦ f =

idX , f ◦ g = idY 即可.
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第一章 线性映射和矩阵

1.1 基 本 概 念

练习 1.1.1. 如图 1.11.1所示，钟表表盘上对应整点有 12 个向量，其中 12 点对应向量为

[
0

1

]
．

1.计算 12 个向量之和．

2.不计 2 点方向向量，计算其他 11 个向量之和．

3.假设这 12 个向量的起点从表盘中心移到 6 点，则 12 点对应

向量变为

[
0

2

]
．计算此时 12 个向量之和．

x2

x1

图 1.1: 钟表

证明: 1. 这十二个向量中终点是对径点的两个向量加起来是零向量，因此这十二个向量

的和是零向量。

2. 由于其它 11 个向量加上两点钟方向的向量是零向量，因此这 11 个向量的和是 2 点钟

方向的向量的加法逆元，即 8 点钟方向的向量，因此和等于
[
−
√
3/2

−1/2

]

3. 此时，终点互为对径点的两个向量的和是

[
0

2

]
，因此这 12 个向量的和是

[
0

12

]
.

练习 1.1.2. 如果平面上的向量
[
a

b

]
与

[
c

d

]
共线，那么

[
a

c

]
与

[
b

d

]
是否共线？

若向量 a 6= 0, 则向量 a, b 共线，当且仅当存在 λ 使得 b = λa.

证明: 我们不妨设
[
a

b

]
6= 0, 则

[
a

b

]
与

[
c

d

]
共线当且仅当存在 λ 使得

[
c

d

]
= λ

[
a

b

]
，即 c =

λa, d = λb. 若 a 6= 0, 则
[
b

d

]
= b

a

[
a

c

]
; 若 b 6= 0, 则

[
a

c

]
= a

b

[
b

d

]
.

练习 1.1.3. 证明命题 1.1.5.

证明: 设 a =


a1
...

am

 , b =


b1
...

bm

 , c =


c1
...

cm

 ,
9



1. (a + b) + c =


a1 + b1

...

am + bm

 +


c1
...

cm

 =


a1 + b1 + c1

...

am + bm + cm

 ,a + (b + c) =


a1
...

am

 +


b1 + c1

...

bm + cm

 =


a1 + b1 + c1

...

am + bm + cm

.

2. 由定义直接验证 a+ b = b+ a =


a1 + b1

...

am + bm


3. 略

4. 略

5. 略

6. 由定义直接验证 (kl)a = k(la) =


kla1
...

klam



7. 由定义直接验证 (k + l)a = ka+ la =


(k + l)a1

...

(k + l)am



8. k(a+b) = k


a1 + b1

...

am + bm

 =


k(a1 + b1)

...

k(am + bm)

, ka+kb =


ka1
...

kam

+

kb1
...

kbm

 =


ka1 + kb1

...

kam + kbm



练习 1.1.4.

1. 如果只用加法交换律，不用加法结合律，那么 (a+b)+ c 有多少种与之相等的表达式？

2. 如果只用加法结合律，不用加法交换律，那么 ((a+ b) + c) + d 有多少种与之相等的

表达式？

证明: 1. 只用加法交换律只有 4 种：(a + b) + c，(b + a) + c, c + (a + b), c + (b + a).
我们也可以这么思考：只用加法交换律的话，每个加号处都能改变顺序，只有 2 个加

号，因此是 22 种。

2. 三个向量相加，只用加法结合律，只有两种相同的表达式。4 个向量相加，若 a 或者

d 最后一步相加，那么各有两种相同的表达式，若 a 和 d 都不是最后一步相加，那么

有一种表达式，因此一共是 5 种相同的表达式。

练习 1.1.5. 判断下列映射是否为线性映射：

f : R → R, x 7→ x+ 1.1. f : R → R, x 7→ 2x.2. f : R → R, x 7→ 0.3.
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f : R → R, x 7→ 1.4. f : R → R, x 7→ x2.5. f : R → R, x 7→ 2x.6.

f : R2 → R3,

[
x

y

]
7→


x+ y

y − x

2x

 .7. f : R2 → R3,

[
x

y

]
7→


x+ 1

y − x

2x

 .8.

证明: 2,3,7 是，1,4,5,6,8 不是。

练习 1.1.6. 设 f : R → R 是线性映射，证明存在实数 k，使得 f(x) = kx．

证明: 令 k = f(1), f 是线性映射，因此对任意 x ∈ R f(x) = f(x · 1) = xf(1) = kx.

练习 1.1.7. 设映射 f : R3 → R2, f



x

y

z


 =

[
g(x, y, z)

h(x, y, z)

]
，其中 g, h : R3 → R．证明 f 是线性

映射当且仅当 g, h 都是线性映射．

证明:

f是线性映射

⇔ f

λ

x1

y1

z2

+ µ


x1

y1

z1


 = λf



x1

y1

z1


+ µf



x2

y2

z2




⇔

[
g(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2)

h(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2)

]
= λ

[
g(x1, y1, z1)

h(x1, y1, z1)

]
+ µ

[
g(x2, y2, z2)

h(x2, y2, z2)

]
,

⇔

{
g(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2) = λg(x1, y1, z1) + µg(x2, y2, z2),

h(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2) = λh(x1, y1, z1) + µh(x2, y2, z2)

⇔ g, h都是线性映射�

练习 1.1.8. 设 x1 =

[
1

0

]
,x2 =

[
1

1

]
,x3 =

[
0

1

]
, b1 =


1

1

0

 , b2 =

1

0

1

 , b3 =

0

1

1

，是否存在线性
映射 f : R2 → R3，满足 f(xi) = bi, i = 1, 2, 3？

证明: 假设存在，注意到 x2 = x1 + x3, 则 f(x2) = f(x1) + f(x3), 即 b1 + b3 = b2, 而

b1 + b3 =


1

2

1

 6= b2, 矛盾，故不存在。

练习 1.1.9. 判断下列映射是否为线性映射：

1. 给定 a ∈ Rm，f : R → Rm, f(k) = ka．

2. 给定实数 k，f : Rm → Rm, f(a) = ka．

3. f : Rm+1 → Rm, f




a1
...

am

am+1



 = am+1


a1
...

am

．
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证明: 1,2是线性映射，直接验证定义即可。3不是线性映射，因为 f(ka) = k2f(a) 6= kf(a).

练习 1.1.10. 给定三维向量 a =


a1

a2

a3

 , b =


b1

b2

b3

，定义：
1. 二者点积为 a · b := a1b1 + a2b2 + a3b3．

2. 二者叉积为 a× b :=


a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

．
那么给定 a ∈ R3，映射 f : R3 → R, b 7→ a · b 和 g : R3 → R3, b 7→ a× b 是否为线性映射？

证明: 给定 a, f, g 都是线性映射。

f(kb) = a · (kb) = a1(kb1) + a2(kb2) + a3(kb3) = k(a1b1 + a2b2 + a3b3) = ka · b = kf(b),

f(b+ b′) = a1(b1 + b′1) + a2(b2 + b′2) + a3(b3 + b′3) = a · b+ a · b′ = f(b) + f(b′).

g(kb) =


a2kb3 − a3kb2

a3kb1 − a1kb3

a1kb2 − a2kb1

 = k


a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

 = kg(b),

g(b+ b′) =


a2(b3 + b′3)− a3(b2 + b′2)

a3(b1 + b′1)− a1(b3 + b′3)

a1(b2 + b′2)− a2(b1 + b′1)

 =


a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

+


a2b

′
3 − a3b

′
2

a3b
′
1 − a1b

′
3

a1b
′
2 − a2b

′
1

 = g(b) + g(b′).

练习 1.1.11. 给定平面上任意面积为 1 的三角形，经过下列变换之后，其面积是否确定？如果

是，面积为多少？（不需严谨证明，猜测答案即可．）

旋转变换．1. 反射变换．2.
对 x2 投影的投影变换．3. x1 方向拉伸 3 倍，x2 方向不变的伸缩变

换．

4.

把 x1 方向的 3 倍加到 x2 方向上，保持

x1 方向不变的错切变换．

5.

证明: 1. 不变

2. 不变

3. 变为零

4. 变为 3

5. 不变

练习 1.1.12. 设 R2 上的变换 f

([
x

y

])
=

[
−y + 1

x+ 2

]
．

1. 证明 f 不是线性变换．
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2. 构造分解 f = g ◦ h，其中 g 是 R2 上的平移变换，h 是 R2 上的线性变换．（这种平移

与线性变换的复合称为仿射变换．注意，平移变换并不是线性变换．）

证明:

证法很多，比如验证 f

([
2

0

])
6= 2f

([
1

0

])
, f
([

1

0

])
6= −f

([
−1

0

])
等等。

h

([
x

y

])
=

([
−y
x

])
, g

([
x

y

])
=

([
x+ 1

y + 2

])

练习 1.1.13. 设连续函数 f : R → R 满足 f(a+ b) = f(a) + f(b)，f 是否为线性映射？（需要微

积分知识）

证明: 首先，取 a = b = 0,则 f(0) = f(0)+f(0),因此 f(0) = 0. 再取 b = −a,则 f(a)+f(−a) =
f(0) = 0, 因此 f(−a) = −f(a).
断言对任意正整数 n 和任意实数 a, f(na) = nf(a). 事实上 f(na) = f((n − 1)a + a) =

f((n−1)a)+f(a) = f((n−2)a+a)+f(a) = f((n−2)a)+2f(a) = · · · = nf(a). 特别的，对任意正
整数 n, 我们有 f(n) = nf(1); 那么对于任意负整数 n, f(n) = −f(−n) = −(−n)f(1) = nf(1).

进一步地，对任意有理数 q = m
n , m = nq, 则 f(m) = mf(1) 且 f(nq) = nf(q), 因此

f(q) = m
n f(1) = qf(1).

对任意实数 a, 我们取有理数 an → a, 那么因为 f 连续，

f(a) = lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

anf(1) = af(1).

从而 f 是线性映射。

1.2 线性映射的表示矩阵

练习 1.2.1. 将下列向量 b 写成矩阵和向量乘积的形式：

b = 2

[
1

1

]
+ 4

[
0

1

]
+ 5

[
1

0

]
．1. b = 5



1

2

3

4

5


+ 4



5

4

3

2

1


．2.

b =


2b+ a+ c

c− b

a+ b+ c

a+ b

，其中 a, b, c 为常数．3. b = f





1

2

3

4

5




，其中 f : R5 → R5 是线性

变换，满足 f(ek) = ke6−k, k = 1, 2, . . . , 5．

4.
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假设如果某天下雨，则第二天下雨概率为

0.8；如果当天不下雨，则第二天下雨概率

为 0.3．已知当天有一半的概率会下雨，令

b ∈ R2，其两个分量分别是明天下雨和不

下雨的概率．

5.

证明: 1. b = 2

[
1

1

]
+ 4

[
0

1

]
+ 5

[
1

0

]
=

[
1 0 1

1 1 0

]
2

4

5

．

2. b = 5



1

2

3

4

5


+ 4



5

4

3

2

1


=



1 5

2 4

3 3

4 2

5 1


[
5

4

]
．

3. b =


2b+ a+ c

c− b

a+ b+ c

a+ b

 =


a

0

a

a

+

2b

−b
b

b

+

c

c

c

0

 = a


1

0

1

1

+b


2

−1

1

1

+c

1

1

1

0

 =


1 2 1

0 −1 1

1 1 1

1 1 0



a

b

c


4.

b = f





1

2

3

4

5




= f(e1) + 2f(e2) + 3f(e3) + 4f(e4) + 5f(e5)

= e5 + 4e4 + 9e3 + 16e2 + 25e5

=
[
e1 e2 e3 e4 e5

]


25

16

9

4

1


5. b1 = 0.8 · 0.5 + 0.3 · 0.5, b2 = 0.2 · 0.5 + 0.7 · 0.5, 故 b =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
0.5

0.5

]
．

练习 1.2.2. 判断下列矩阵和向量的乘积是否良定义11．在可以计算时，先将其写成列向量的线

性组合，再进行计算：

1所谓良定义，就是说定义不产生矛盾．这里就是指可以按定义计算．
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
1 0

1 1

1 1


[
1

3

]
．1.


1 0

1 1

1 1



1

2

3

．2.
[
1 0

1 1

][
1

3

]
．3.


1 0 0

1 1 0

1 1 1



1

3

5

．4.


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1

3

5

7

．5.


1 2 3

4 5 6

7 8 9




1

−2

1

．6.


1 4 7

2 5 8

3 6 9




1

−2

1

．7.


1 1 0

3 2 1

7 4 3




1

−1

−1

．8.


1 3 7

1 2 4

0 1 3




1

−1

−1

．9.


1 3 7

1 2 4

0 1 3




2

−3

1

．10.

证明: 1. 良定义


1 0

1 1

1 1


[
1

3

]
= 1


1

1

1

+ 3


0

1

1

 =


1

4

4

．
2. 非良定义．

3. 良定义

[
1 0

1 1

][
1

3

]
= 1

[
1

1

]
+ 3

[
0

1

]
=

[
1

4

]
．

4. 良定义


1 0 0

1 1 0

1 1 1



1

3

5

 =


1

1

1

+ 3


0

1

1

+ 5


0

0

1

 =


1

4

9

．

5. 良定义


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1

3

5

7

 =


1

1

1

1

+ 3


0

1

1

1

+ 5


0

0

1

1

+ 7


0

0

0

1

 =


1

4

9

16

.

6. 良定义


1 2 3

4 5 6

7 8 9




1

−2

1

 =


1

4

7

− 2


2

5

8

+


3

6

9

 =


0

0

0

．

7. 良定义


1 4 7

2 5 8

3 6 9




1

−2

1

 =


1

2

3

− 2


4

5

6

+


7

8

9

 =


0

0

0

．

8. 良定义


1 1 0

3 2 1

7 4 3




1

−1

−1

 =


1

3

7

−


1

2

4

−


0

1

3

 =


0

0

0

．

9. 良定义


1 3 7

1 2 4

0 1 3




1

−1

−1

 =


1

1

0

− 2


3

2

1

+


7

4

3

 =


−9

−5

−4

．
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10. 良定义


1 3 7

1 2 4

0 1 3




2

−3

1

 = 2


1

1

0

− 3


3

2

1

+


7

4

3

 =


0

0

0

．

练习 1.2.3. 设 A =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

]
,u0 =

[
1

0

]
,v0 =

[
1

3

]
．对任意自然数 i，令 ui+1 = Aui,vi+1 =

Avi．

1. 对 i = 1, 2, 3, 4，计算 ui,vi．

2. 猜测 lim
i→∞

ui, lim
i→∞

vi．

3. 任取初始向量 w0，猜测极限 lim
i→∞

wi，其中 wi+1 = Awi；不同初始向量得到的极限在

同一条直线上吗？

证明: 1.

u1 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
1

0

]
=

[
0.8

0.2

]
, v1 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
1

3

]
=

[
1.7

2.3

]

u1 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
0.8

0.2

]
=

[
0.7

0.3

]
, v2 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
1.7

2.3

]
=

[
2.05

1.95

]

u3 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
0.7

0.3

]
=

[
0.63

0.37

]
, v3 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
2.05

1.95

]
=

[
2.225

1.775

]

u4 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
0.63

0.37

]
=

[
0.615

0.385

]
v4 =

[
0.8 0.3

0.2 0.7

][
2.225

1.775

]
=

[
2.3125

1.6875

]

2. 一个合理的猜测是 lim
i→∞

ui =

[
0.6

0.4

]
, lim
i→∞

vi =

[
2.4

1.6

]
．

3. 猜测极限 lim
i→∞

wi 存在，并且设为 w =

[
x

y

]
, 那么 Aw = w 并且满足 x+ y = x0 + y0,

其中 w0 =

[
x0

y0

]
. Aw = w 推出 2x = 3y, 于是我们可以解出 x = 3

5(x0 + y0), y =

2
5(x0 + y0).

练习 1.2.4. 设线性变换 f 的表示矩阵为 A =


1 0 0

1 1 0

1 1 1

．

1. 令


y1

y2

y3

 =


1 0 0

1 1 0

1 1 1



x1

x2

x3

，将 y1, y2, y3 分别用 x1, x2, x3 表达出来．

2. 将 x1, x2, x3 分别用 y1, y2, y3 表达出来．

3. 找到矩阵 B，使得


x1

x2

x3

 = B


y1

y2

y3

．
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4. 设 g 是由矩阵 B 决定的线性变换，证明 f, g 互为逆变换．

证明: 1. 直接计算矩阵乘法，就有


y1

y2

y3

 =


x1

x1 + x2

x1 + x2 + x3

，即


y1 = x1

y2 = x1 + x2

y3 = x1 + x2 + x3

．

2. 直接反解即可：


x1 = y1

x2 = −y1 + y2

x3 = −y2 + y3

．

3.


x1

x2

x3

 =


y1

−y1 + y2

−y2 + y3

 =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1



y1

y2

y3

，故 B =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

．

4. 根据定义，(f ◦ g)


y1

y2

y3

 = f

B

y1

y2

y3


 = f



x1

x2

x3


 =


y1

y2

y3

, 同时

(g ◦ f)


x1

x2

x3

 = g



y1

y2

y3


 =


x1

x2

x3

 ,
故 f ◦ g = g ◦ f = idR3 , 从而互逆。

练习 1.2.5. 计算下列线性映射 f 的表示矩阵：

1. f 为 xy 平面向 y 轴的投影变换．

2. f : R3 → R，f(x) =


1

2

3

 · x, 点积的定义见练习 1.1.101.1.10

3. f : R3 → R3，f(x) =


1

2

3

× x. 叉积的定义见练习 1.1.101.1.10

4. f : R4 → R4，f




x1

x2

x3

x4



 =


x1

x2

x3

x4 + x2

．

5. f : R4 → R4，f




x1

x2

x3

x4



 =


x4

x2

x3

x1

．
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6. f : Rm → Rm，f




x1

x2
...

xm



 =


xm

xm−1

...

x1

．

证明: 1. 按照定义，f

([
x

y

])
=

[
0

y

]
, 因此 f 的表示矩阵是

[
0 0

0 1

]

2. f



x1

x2

x3


 = x1 + 2x2 + 3x3 =

[
1 2 3

]
x1

x2

x3

, 因此 f 的表示矩阵为
[
1 2 3

]

3. 按照叉积的定义，f



x1

x2

x3


 =


2x3 − 3x2

3x1 − x3

x2 − 2x1

 =


0 −3 2

3 0 −1

−2 1 0



x1

x2

x3

. 因此 f 的表示

矩阵为


0 −3 2

3 0 −1

−2 1 0

.

4. f




x1

x2

x3

x4



 =


x1

x2

x3

x4 + x2

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1




x1

x2

x3

x4

, 因此 f 的表示矩阵为


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

.

5. f




x1

x2

x3

x4



 =


x4

x2

x3

x1

 =


0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0




x1

x2

x3

x4

, 因此 f 的表示矩阵为


0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

.

6. f




x1

x2
...

xm



 =


xm

xm−1

...

x1

 =


0 · · · 1

. .
.

1 · · · 0



x1

x2
...

xm

．因此 f 的表示矩阵为


0 · · · 1

. .
.

1 · · · 0

.

练习 1.2.6. 考虑桥墩载荷问题，其中 l1, l2, d 作为常数．

1. 映射 f 输入 F1, F2 得到输出 f1, f2，写出 f 的表示矩阵．

2. 以桥梁的左端为支点，逆时针方向的力矩为 df2 − l1F1 − l2F2．以桥梁的右端为支点或

者以桥梁的中点作为支点，都能类似地得到逆时针方向的力矩．假设映射 f 的输入为

F1, F2, f1, f2，而输出为桥梁的左端、中点和右端的逆时针方向的力矩，写出 f 的表示

矩阵．

证明: 1. 由于

f

([
F1

F2

])
=

[
f1

f2

]
=

[
d−l1
d F1 +

d−l2
d F2

l1
d F1 +

l2
d F2

]
=

[
d−1
d

d−l2
d

l1
d

l2
d

][
F1

F2

]
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因此 f 的表示矩阵是

[
d−1
d

d−l2
d

l1
d

l2
d

]
中点为支点时逆时针方向的力矩是 −d

2f1 + (d2 −

l1)F1+(d2 − l2)F2+
d
2f2. 右端点为支点时逆时针方向的力矩是 −df1+(d− l1)F1+(d−

l2)F2, 所以

f




F1

F2

f1

f2



 =


df2 − l1F1 − l2F2

−d
2f1 + (d2 − l1)F1 + (d2 − l2)F2 − d

2f2

−df1 + (d− l1)F1 + (d− l2)F2

 =


−l1 −l2 0 d
d
2 − l1

d
2 − l2 −d

2
d
2

d− l1 d− l2 −d 0



F1

F2

f1

f2



因此 f 对应的矩阵是


−l1 −l2 0 d
d
2 − l1

d
2 − l2 −d

2
d
2

d− l1 d− l2 −d 0



练习 1.2.7. 设 xy 平面 R2 上的变换 f 是下列三个变换的复合：先绕原点逆时针旋转
π

6
；然后进

行一个保持 y 坐标不变，同时将 y 坐标的两倍加到 x 坐标上的错切；最后再沿着直线 x+y = 0

反射．

1. 证明 f 是线性变换．

2. 计算 f(e1) 和 f(e2)．

3. 写出 f 的表示矩阵．

4. 计算 f

([
3

4

])
．

证明: 由于 f 是如下三个线性变换的复合：

• Rπ
6
: R2 → R2,

[
x

y

]
7→

[√
3x
2 − y

2
x
2 +

√
3y
2

]

• S2 : R2 → R2,

[
x

y

]
7→

[
x+ 2y

y

]

• H 3π
4
: R2 → R2,

[
x

y

]
7→

[
−y
−x

]
复合起来就是[

x

y

]
7→

[√
3x
2 − y

2
x
2 +

√
3y
2

]
7→

[
(
√
3+2)x
2 + (2

√
3−1)y
2

x
2 +

√
3y
2

]
7→

 −
(
x
2 +

√
3y
2

)
−
(
(
√
3+2)x
2 + (2

√
3−1)y
2

)

f(e1) = f

([
1

0

])
=

[
−1

2

−
√
3+2
2

]
, f(e2) = f

([
0

1

])
=

[
−

√
3
2

−2
√
3−1
2

]
因为

f

([
x

y

])
=

 −
(
x
2 +

√
3y
2

)
−
(
(
√
3+2)x
2 + (2

√
3−1)y
2

) =

[
−1

2 −
√
3
2

−
√
3+2
2 −2

√
3−1
2

][
x

y

]
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从而 f 的表示矩阵是

[
−1

2 −
√
3
2

−
√
3+2
2 −2

√
3−1
2

]
.

f

([
3

4

])
=

 −
(
3
2 +

√
3·4
2

)
−
(
(
√
3+2)3
2 + (2

√
3−1)4
2

) =

[
−3

2 − 2
√
3

−1− 11
√
3

2

]

练习 1.2.8.

1. 幻方矩阵是指元素分别是 1, 2, . . . , 9 的三阶矩阵 M，且每行、每列以及两条对角线上

的三个元素之和都相同．求 M


1

1

1

 的所有可能值．
2. 数独矩阵是指 9 阶矩阵 M，从上到下、从左到右依次分成九个 3× 3 的子矩阵，且每

行、每列以及九个子矩阵中的元素都是 1, 2, . . . , 9．求 M


1
...

1

 的所有可能值．
证明: 1. 由于 M 的所有元素的和是 45, 因此每行、每列上三个元素相加的和都是 15. 而

M


1

1

1

 第 i(i = 1, 2, 3) 个分量就是 M 第 i 行元素的和，因此所有可能的值唯一，就

是 15

2. 对于数独矩阵而言，M


1
...

1

 第 i(i = 1, 2, 3) 个分量依然是 M 第 i 行元素的和，因此

是 45.

练习 1.2.9. 证明，如果 n 阶方阵 A 对任意 n 维列向量 x，都有 Ax = 0，则 A 是元素全为 0

的矩阵．

证明: 我们选取 x = ei(1 ≤ i ≤ n), 那么 Aei 恰好是 A 的第 i 个列向量。根据条件，Aei =

0(1 ≤ i ≤ n), 即 A 的所有列向量都是零向量。因此 A 是元素全为 0 的矩阵。

练习 1.2.10. 证明，如果 n 阶方阵 A 对任意 n 维列向量 x，都存在依赖于 x 的常数 c(x)，满

足 Ax = c(x)x，则存在常数 c，使得 A = cIn．

证明: 我们选取 x = ei(1 ≤ i ≤ n), 那么根据题意，存在常数 ci = c(ei), 满足 Aei = ciei.
另一方面，对 i 6= j, 我们取 x = ei + ej , 那么根据题意，存在常数 cij = c(ei + ej), 满足
A(ei + ej) = cij(ei + ej).
另一方面，A(ei + ej) = Aei + Aej , 因此 cij(ei + ej) = ciei + cjej , 这就有 ci = cj = cij .

这对于任意的 i 6= j 都成立，因此所有的 ci 都相等，我们统一记作 c.
于是对任意的 i, Aei = cei, ∀1 ≤ i ≤ n. 还是注意到 Aei 恰好是 A 的第 i 个列向量，因此

A = cIn.
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1.3 线性方程组

练习 1.3.1. 把下列矩阵化为行简化阶梯形，并回答问题：

1.


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

，化简后第一列是否为主列？

2.


1 2 3 4 5

0 7 8 9 10

11 12 13 14 15

，化简后第二列是否为主列？

3.


1 2 3 4 5

0 0 8 9 10

11 12 13 14 15

，化简后第三列是否为主列？

4.


1 2 3 4 5

0 0 0 9 10

11 12 13 14 15

，化简后第四列是否为主列？

5.


1 2 3 4 5

0 0 0 0 10

11 12 13 14 15

，化简后第五列是否为主列？
作初等行变换老老实实的按照固定的算法去计算是最为保险的，但是往往会数字比较大，略

显笨拙。对于具体问题观察数字的规律呢，虽然灵活，但又容易出错，所以需要细致地考虑，掌

握其中的诀窍。对于分析某一列是否是主列的问题，其实完全不需要把矩阵作初等行变换变成

行（简化）阶梯形矩阵之后再作判断

证明: 1. 第一列有非零元，所以化简后第一列一定是主列。

2. 矩阵的前两行是行阶梯形矩阵，且第二行第二列非零，因此化简后第二列是主列。

3. 矩阵的前两行是行阶梯形矩阵，但第二行第二列是零，第二行第三列非零，虽然最后

结果是矩阵的第三列是主列，但是我们要作更多地思考，这一点需要和第 2 小题做一
下比较。考虑矩阵的第三行，用第一行消元之后，它可能有如下几种情况 (其中的第一
个 ∗ 是非零的，其他的 ∗ 不定)：

•
[
0 ∗ ∗ ∗ ∗

]
, 此时前三列都是主列；

•
[
0 0 ∗ ∗ ∗

]
，此时第一列第三列是主列，还有没有其他主列需要对得到

的矩阵的第二三行继续初等行变换。

•
[
0 0 0 ∗ ∗

]
此时第一三四列是主列；

•
[
0 0 0 0 ∗

]
此时第一三五列是主列；

•
[
0 0 0 0 0

]
此时只有第一三列是主列。

4. 和上题的讨论类数，第四列一定是主列。

5. 和第 3 小题的讨论类似，第五列一定是主列。
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练习 1.3.2. 下列线性方程组有解时，找到所有解；线性方程组无解时，对线性方程组做初等变
换，得到矛盾表达式 0 = 1：

[
1 2

3 4

][
x

y

]
=

[
3

7

]
．1.

[
1 3 5

2 4 6

]
x

y

z

 =

[
0

0

]
．2.


1 2

3 4

5 6


[
x

y

]
=


0

0

0

．3.


1 2

3 4

5 6


[
x

y

]
=


1

0

0

．4.

[
1 0 1

2 3 5

]
x

y

z

 =

[
0

0

]
．5.


1 2

0 3

1 5


[
x

y

]
=


0

0

0

．6.


1 2

0 3

1 5


[
x

y

]
=


1

0

0

．7.


2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2




x

y

z

t

 =


0

0

0

5

．8.


2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 2




x

y

z

t

 =


0

0

0

5

．9.

这样的问题是最基础的问题，也没有其他方法，就是对增广矩阵做初等行变换，化简成行

简化阶梯形矩阵即可。

证明: 1. [
1 2 3

3 4 7

]
//

[
1 2 3

0 −2 −2

]
//

[
1 0 1

0 1 1

]

因此原方程组有唯一解：x = y = 1.

2. 齐次方程组一定有解：所有未知数都是 0. 我们需要确定这是不是唯一解。[
1 3 5 0

2 4 6 0

]
//

[
1 3 5 0

0 −2 −4 0

]
//

[
1 0 −1 0

0 1 2 0

]

因此原方程组所有解为：x = z, y = −2z.

3. 
1 2 0

3 4 0

5 6 0

 //


1 2 0

0 −2 0

0 −4 0

 //


1 0 0

0 1 0

0 0 0


因此原方程组有唯一解 x = y = 0.
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4. 
1 2 1

3 4 0

5 6 0

 //


1 2 1

0 −2 −3

0 −4 −5

 //


1 2 1

0 2 3

0 0 1

 //


1 0 0

0 1 0

0 0 1


因此原方程组无解。

5. [
1 0 1 0

2 3 5 0

]
//

[
1 0 1 0

0 3 3 0

]
//

[
1 0 1 0

0 1 1 0

]

因此原方程组所有解为 x = y = −z.

6. 
1 2 0

0 3 0

1 5 0

 //


1 2 0

0 1 0

0 3 0

 //


1 0 0

0 1 0

0 0 0


因此原方程组有唯一解 x = y = 0.

7. 
1 2 1

0 3 0

1 5 0

 //


1 2 1

0 1 0

0 3 −10

 //


1 0 0

0 1 0

0 0 1


因此原方程组无解。

8. 
2 −1 0 0 0

−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −1 0

0 0 −1 2 5

 //


2 −1 0 0 0

0 3
2 −1 0 0

0 0 4
3 −1 0

0 0 0 5
4 5

 //


1 0 0 0 1

0 1 0 0 2

0 0 1 0 3

0 0 0 1 4


因此原方程组有唯一解 x = 1, y = 2, z = 3, t = 4.

9. 
2 1 0 0 0

1 2 1 0 0

0 1 2 1 0

0 0 1 2 5

 //


2 1 0 0 0

0 3
2 1 0 0

0 0 4
3 1 0

0 0 0 5
4 5

 //


1 0 0 0 −1

0 1 0 0 2

0 0 1 0 −3

0 0 0 1 4


因此原方程组有唯一解 x = −1, y = 2, z = −3, t = 4.

练习 1.3.3. 将下列问题首先化成 Ax = b 的形式，然后求所有解：

1. 对


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

，如何将其第三列写成前两列的线性组合？
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2. 对


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

，如何将其第四列写成前两列的线性组合？

3. 对


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

，如何将其第五列写成前两列的线性组合？
证明: 1. 按照题意，我们列出关于未知数 x1, x2 的方程组

x1


1

6

11

+ x2


2

7

12

 =


3

8

13

 , 即

1 2

6 7

11 12


[
x1

x2

]
=


3

8

13


解方程组得 x1 = −1, x2 = 2.

2. 按照题意，我们列出关于未知数 x1, x2 的方程组

x1


2

7

12

+ x2


3

8

13

 =


4

9

14

 , 即

2 3

7 8

12 13


[
x1

x2

]
=


4

9

14


解方程组得 x1 = −1, x2 = 2.

3. 按照题意，我们列出关于未知数 x1, x2 的方程组

x1


3

8

13

+ x2


4

9

14

 =


5

10

15

 , 即

3 4

8 9

13 14


[
x1

x2

]
=


5

10

15


解方程组得 x1 = −1, x2 = 2.

练习 1.3.4. 求证：齐次线性方程组{
a11x1 +a12x2 = 0 1⃝
a21x1 +a22x2 = 0 2⃝

有非零解当且仅当 a11a22 − a12a21 = 0．

证明: 若 a11a22−a12a21 6= 0, 1⃝×a22− 2⃝×a12 得 (a11a22−a12a21)x1 = 0，1⃝×a21− 2⃝×a11
得 (a11a22 − a12a21)x2 = 0，因此方程组只有零解：x1 = x2 = 0。

若 a11a22 − a12a21 = 0, 我们需要证明方程组有非零解。若系数全为零，那么是显然的。若
系数不全为零，我们不妨设 a11 6= 0, 那么我们取 x1 = a12, x2 = −a11 是方程组的非零解。

练习 1.3.5. 求满足下列条件的常数 b, c：

方程组

[
1 2

3 b

][
x

y

]
=

[
3

7

]
无解．1. 方程组

[
3 2

6 4

][
x

y

]
=

[
10

c

]
无解．2.
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方程组


2 5 1

4 b 1

0 1 −1



x

y

z

 =


0

2

3

 无解．3. 方程组

[
b 3

3 b

][
x

y

]
=

[
6

−6

]
有无穷多组

解．

4.

方程组

[
2 b

4 8

][
x

y

]
=

[
16

c

]
有无穷多组解．5. 方程组


1 b 0

1 −2 −1

0 1 1



x

y

z

 =


0

0

0

 有非零
解．

6.

方程组


b 2 3

b b 4

b b b



x

y

z

 =


0

0

0

 有非零解（求三个不同的 b）．7.

证明: 1. [
1 2 3

3 b 7

]
//

[
1 2 3

0 b− 6 −2

]

方程组无解，当且仅当 b− 6 = 0, 因此 b = 6.

2. [
3 2 10

6 4 c

]
//

[
3 2 10

0 0 c− 20

]

方程组无解，当且仅当 c− 20 6= 0, 因此 c 6= 20.

3. 
2 5 1 0

4 b 1 2

0 1 −1 3

 //


2 5 1 0

0 1 −1 3

0 b− 10 −1 2

 //


2 0 6 −15

0 1 −1 3

0 0 b− 11 32− 3b


方程组无解，当且仅当 b− 11 = 0, 32− 3b 6= 0, 因此 b = 11.

4. [
b 3 6

3 b −6

]
//

[
3 b −6

0 3− b2

3 6 + 2b

]

方程组有无穷多组解，当且仅当 3− b2

3 = 0, 6 + 2b = 0, 因此 b = −3.

5. [
2 b 16

4 8 c

]
//

[
4 8 c

0 b− 4 16− c
2

]

方程组有无穷多组解，当且仅当 b− 4 = 0�16− c
2 = 0, 因此 b = 4, c = 32.

6. 
1 b 0 0

1 −2 −1 0

0 1 1 0

 //


1 b 0 0

0 1 1 0

0 −2− b −1 0

 //


1 0 −b 0

0 1 1 0

0 0 1 + b 0


方程组有非零解，当且仅当 1 + b = 0, 因此 b = −1.
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7. 
b 2 3 0

b b 4 0

b b b 0

 //


b 2 3 0

0 b− 2 1 0

0 0 b− 4 0


显然，当 b = 4 时，方程组有非零解。若 b 6= 4, 我们还可以继续做初等行变换：


b 2 3 0

0 b− 2 1 0

0 0 b− 4 0

 //


b 2 0 0

0 b− 2 0 0

0 0 1 0


当 b = 2 是，方程组也有非零解。若 b 6= 2, 4, 我们还可以继续做初等行变换：


b 2 0 0

0 b− 2 0 0

0 0 1 0

 //


b 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


此时只有当 b = 0 时，方程组才有非零解。

总之，当且仅当 b = 0, 2, 4 时，原方程组有非零解。

练习 1.3.6. 设齐次线性方程组 
2x1 +x2 +x3 = 0

ax1 −x3 = 0

−x1 +3x3 = 0

有非零解，求 a 的值，并求出所有的解．

证明: 我们还是作初等行变换：
2 1 1 0

a 0 −1 0

−1 0 3 0

 //


1 0 3 0

0 1 7 0

0 0 3a− 1 0


因此方程组有非零解当且仅当 3a− 1 = 0, 即 a = 1

3 .

练习 1.3.7. 在如下关于 x1, x2, x3 的线性方程组中，讨论在 p 取不同值时方程组是否有解，并

在有解时，求出所有的解． 
px1 +x2 +x3 = 1

x1 +px2 +x3 = p

x1 +x2 +px3 = p2.

证明: 我们还是作初等行变换：
p 1 1 1

1 p 1 p

1 1 p p2

 //


1 1 p p2

0 p− 1 1− p p− p2

0 1− p 1− p2 1− p3


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若 p = 1, 则原方程组即 x1 + x2 + x3 = 1。当 p 6= 1 时，我们可以继续做初等行变换
1 1 p p2

0 p− 1 1− p p− p2

0 1− p 1− p2 1− p3

 //


1 1 p p2

0 1 −1 −p
0 1 1 + p 1 + p+ p2

 //


1 1 p p2

0 1 −1 −p
0 0 2 + p 1 + 2p+ p2


若 p = −2, 最后一行为

[
0 0 0 1

]
, 因此方程组无解。若 p 6= 1,−2 时，我们继续作初等行变

换 
1 1 p p2

0 1 −1 −p
0 0 2 + p 1 + 2p+ p2

 //


1 0 0 −p+1

p+2

0 1 0 1
p+2

0 0 1 1+2p+p2

p+2


此时原方程组有有唯一解 x1 = −p+1

p+2 , x2 =
1
p+2 , x3 =

1+2p+p2

p+2 .

练习 1.3.8. 设 A =


1 1 0

−1 0 1

0 −1 −1

 , b =


b1

b2

b3

．求证：
1. Ax = b 有解当且仅当 b1 + b2 + b3 = 0．

2. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解集是
{
kx1 : k ∈ R

}
,x1 =


1

−1

1

．
3. 当 Ax = b 有解时，设 x0 是一个解，则解集是 {x0 + kx1k ∈ R}．

证明: 1. 我们做初等行变换
1 1 0 b1

−1 0 1 b2

−1 −1 b3

 //


1 1 0 b1

0 1 1 b1 + b2

0 −1 −1 b3

 //


1 1 0 b1

0 1 1 b1 + b2

0 0 0 b1 + b2 + b3


因此方程组 Ax = b 有解，当且仅当 b1 + b2 + b3 = 0.

2. 我们不需要重复做初等行变换了，只需要在上一小题中取 b1 = b2 = b3 即可，因此我们

得到增广矩阵的行简化阶梯形矩阵为


1 0 −1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

 因此只需 x = z, y = −z 即可。

3. 对任意解 x，我们有 A(x− x0) = b− b = 0, 因此 x− x0 形如 kx1.

练习 1.3.9. 求三阶方阵 A，使得线性方程组 Ax =


2

4

2

的解集是


2

0

0

+ c


1

1

0

+ d


0

0

1

 c, d ∈ R

．
证明: 首先我们需要判断 A 的尺寸。根据解集，我们知道 x 有三个未知数，因此 A 有 3 列, 根
据方程组的形式，我们知道 A 有 3 行，因此 A 是 3-阶方阵。根据解集的形式，我们知道 A 有
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一个主元，两个自由变元，那么它的行简化阶梯型矩阵形如：
1 −1 0

0 0 0

0 0 0



那么我们可以假设 A =


a −a 0

b −b 0

c −c 0

 再根据

2

0

0

 是 Ax =


2

4

2

 的一个特解知 A


2

0

0

 =


2

4

2


知：

A =


1 −1 0

2 −2 0

1 −1 0



练习 1.3.10.

1. 构造三阶方阵，其元素各不相同，且行简化阶梯形有且只有一个主元．

2. 构造 100 阶方阵 A，所有元素非零，且行简化阶梯形恰有 99 个主元．试描述 Ax = 0

的解集．

证明: 1. 假设这个矩阵是 A, 它的行简化阶梯形矩阵只有几个主元，那么我们可以假设它
形如 

a b c

ma mb mc

na nb nc


结合条件“元素互不相等”，那么 abc 6= 0. 我们简单凑一个即可：例如 a = 1, b = 2, c =

3,m = 4, n = 10.

2. 构造方式有很多，以下只是提供一种可能。既然是构造一个 A, 我们不妨先构造一个行
简化阶梯形矩阵，然后在通过初等行变换，让所有元素都变长非零的。它有 99个主元，
那么自由变元就只有 1 个；我们就可以令 x1, · · · , x99 是主元，x100 是自由变元，这样
就得到了一个可行的行简化阶梯形矩阵，

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1 1

0 0 · · · 0 0



Ax = 0的解集即


k



0
...

0

−1

1


: k ∈ R


下一步我们开始做初等行变换，我们先把所有行
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都加到最后一行，然后把最后一行加到其他行，这样就得到了一个选择：

2 1 · · · 1 1

1 2 · · · 1 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 2 2

1 1 · · · 1 1



练习 1.3.11. 给定线性方程组 Ax = 0，其中 A 是 100 阶方阵．假设 Gauss 消元法计算到最后
一行得到 0 = 0．

1. 消元法是在计算 A 的行的线性组合．因此 A 的 100 行的某个线性组合是？

2. 计算出 0 = 0 说明方程组有无穷多组解．因此 A 的 100 列的某个线性组合是？

3. 试说明 Gauss 消元法计算出的零行的个数和自由变量的个数相等．

证明: 1. 由于最后一行是 A 的行的一个线性组合，因此 A 的 100 行的某个线性组合是

0.

2. 由于方程组有无穷多解，那么我们取一个非零解 x0, 此时 Ax0 是 A 的列的线性组合。

因此 A 的 100 列的某个线性组合是 0.

3. Gauss 消元法计算出的零行的个数是指 A 的行简化阶梯形矩阵中的零行的个数，每一

个非零行对应一个主元，因此零行的个数和自由变元的个数都等于未知数的个数减去

主元的个数。

练习 1.3.12. 仅用从上往下的倍加变换（即把上面的行的若干倍加到下面的行上），将下列矩阵
化为阶梯形，并分析其主元的规律：

1 1

1 2 1

1 2 1

1 2

．1.


2 1

1 2 1

1 2 1

1 2

．2.


2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

−1 2

．3.

这些矩阵都是三对角矩阵，即除对角元素及与其相邻的元素外其余元素都是零的方阵．

证明: 1. 
1 1

1 2 1

1 2 1

1 2

 //


1 1

1 1

1 2 1

1 2

 //


1 1

1 1

1 1

1 2

 //


1 1

1 1

1 1

1


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2. 
2 1

1 2 1

1 2 1

1 2

 //


2 1

3
2 1

1 2 1

1 2

 //


2 1

3
2 1

4
3 1

1 2

 //


2 1

3
2 1

4
3 1

5
4


3. 

2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

−1 2

 //


2 1

3
2 −1

−1 2 −1

−1 2

 //


2 1

3
2 −1

4
3 −1

−1 2

 //


2 −1

3
2 −1

4
3 −1

5
4



练习 1.3.13. 求解 

x1 +xn = 0,

x1+x2 = 0,

x2+ x3 = 0,

. . .
...

xn−1+xn = 0.

这个问题我们可以简单地把所有 xi(1 ≤ i ≤ n − 1) 都用 xn 表示出来，然后再解方程。但

是为了演示 Gauss 消元法，我们用初等行变换来做，其本质是一样的。

证明: 由于是齐次方程组，我们对系数做初等行变换：

1 1

1 1

1 1

. . .
...

1 1


→



1 1

1 −1

1 1

. . .
...

1 1


我们看最后一列，找规律，就会发现：

• 若 n 是奇数，那么通过初等行变换，系数矩阵最终转化为

1 1

1 −1

. . .
...

1 −1

1 1


→



1 1

1 −1

. . .
...

1 −1

2


因此原方程组只有零解。
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• 若 n 是偶数，那么通过初等行变换，系数矩阵最终转化为

1 1

1 −1

. . .
...

1 1

1 1


→



1 1

1 −1

. . .
...

1 1

0



因此原方程组的解集为


k


1

−1
...

−1

 : k ∈ R


。

练习 1.3.14. 证明用倍加变换与倍乘变换可以实现对换变换．

证明: 我们只需考虑两行的矩阵：[
α

β

]
→

[
α

β + α

]
→

[
−β
β + α

]
→

[
−β
α

]
→

[
β

α

]

练习 1.3.15. 证明定理 1.3.7 的第二部分．

证明: 我们已经完成了定理 1.3.7 的第一部分的证明，所以我们只需要证明任何阶梯形矩阵都可
以用初等行变换化简为行简化阶梯型矩阵。

阶梯形矩阵和行简化阶梯形矩阵区别有两点：非零行的都是 1；每个主列除了主元以外都
是 0。因此我们先通过倍乘变换，把非零行的主元都变成 1，然后通过倍加变换，把主列除主元
外的其他元素变成 0. 这样就完成了。

练习 1.3.16. 练习 1.2.81.2.8中的数独矩阵经历哪些行变换或列变换后还是数独矩阵？

证明: 这样的行变换或列变换可以分为两类。

• 1-3 行，4-6 行，7-9 行整体作行对换，或者 1-3 列，4-6 列，7-9 列整体作列对换。

• 在 1-3 行，4-6 行，7-9 行内部分别作行的对换，或者 1-3 列，4-6 列，7-9 列内部分别
作列对换。

练习 1.3.17 (初等列变换在线性方程组上的含义). 考虑线性方程组
[
1 2

4 5

][
x

y

]
=

[
3

6

]
．进行下

列换元，写出 x′, y′ 满足的方程组．对比原方程组，其系数矩阵做了哪种初等变换？

1. x′ = y, y′ = x．

2. x′ = 2x, y′ = y．

3. x′ = x, y′ = x+ y．
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4. x′ = x+ 1, y′ = y．

证明: 我们把方程组写出来： {
x+ 2y = 3

4x+ 5y = 6

1. {
2x′ + y′ = 3

5x′ + 4y′ = 6
即

[
2 1

5 4

][
x′

y′

]
=

[
3

6

]
因此对系数矩阵作了交换两列的初等列变换。

2. {
1
2x

′ + y′ = 3

2x′ + 5y′ = 6
即

[
1
2 2

2 5

][
x′

y′

]
=

[
3

6

]
因此对系数矩阵的第一列作了倍乘变换。

3. {
−x′ + 2y′ = 3

−x′ + 5y′ = 6
即

[
−1 2

−1 5

][
x′

y′

]
=

[
3

6

]
因此对系数矩阵作了倍加列变换：将第二列的 −1 倍加到第 1 列。

4. {
x′ + 2y′ = 4

4x′ + 5y′ = 10
即

[
1 2

4 5

][
x′

y′

]
=

[
4

10

]
因此系数矩阵没有改变，但是对增广矩阵作了倍加列变换：将第一列的 1 倍加到第 3

列。

练习 1.3.18 (方程、法向量与超平面). 给定原点 O，则空间中的点 P 与向量
−−→
OP 一一对应．空

间中所有点构成的集合称为点空间，上述一一对应是点空间到线性空间 R3 的双射．注意，点空

间与线性空间并不相同．特别地，空间中的点 P 也可用向量
−−→
OP ∈ R3 表示．

两个 R3 中的向量垂直当且仅当其内积为零（练习 1.1.101.1.10）．与空间中某个平面垂直的非零

向量称为该平面的法向量．考虑空间中以非零向量


a

b

c

 为法向量的平面．
1. 给定 p, q ∈ R3，分别对应该平面上的两个点，证明，

[
a b c

]
p =

[
a b c

]
q；

2. 设该平面经过对应于 p ∈ R3 的点，令 d =
[
a b c

]
p，证明，平面是方程 ax+by+cz =

d 的解集．

3. 设 a1x+ b1y + c1z = d1 和 a2x+ b2y + c2z = d2 的解集平面平行，试分析两个方程的

系数间的关系．

4. 设


a1

b1

c1

 ,

a2

b2

c2

为两个不共线的非零向量，则 a1x+b1y+c1z = d1与 a2x+b2y+c2z = d2

的解集平面不平行，因此必相交于一条直线 l．对方程做倍加变换，证明，a1x+b1y+c1z =
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d1 与 (a1 + a2)x+ (b1 + b2)y+ (c1 + c2)z = d1 + d2 的解集平面的交集还是直线 l．（从

几何上看，倍加变换将一个平面沿相交直线旋转，因此不改变解集的交集．）

一个 m 元线性方程的解集是对应于 Rm 的点空间中的一个超平面，因此求解线性方程组等价
于求若干超平面的交集．

证明: 1. p, q 在以


a

b

c

 为法向量的平面上，因此 p− q 与


a

b

c

 内积为零。我们只需注意

到对任意向量 a,


a

b

c

 · a =
[
a b c

]
a 即可。

2. 我们只需注意到 q在该平面上，当且仅当 p−q与


a

b

c

内积为零，当且仅当 [a b c
]
p =

[
a b c

]
q。因此，若 q 坐标为


x

y

z

, 就有 ax+ by + cz =
[
a b c

]
p = d.

3. 题中两个方程的解集平面平行，当且仅当则 a1x+ b1y+ c1z = 0 与 a2x+ b2y+ c2z = 0

有相同的解，也就是说，因此


a1

b1

c1

 和

a2

b2

c2

 共线。
4. l 即方程组 {

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

通过 Gauss 消元法，倍加变换不改变解集，因此这个方程组和方程组{
a1x+ b1y + c1z = d1

(a1 + a2)x+ (b1 + b2)y + (c1 + c2)z = (d1 + d2)

的解集相同，即后一个方程组的解集还是 l.

练习 1.3.19. 对下列问题，将其化成 Ax = b，并找到所有解：

1. 考虑例 1.1. 中的桥墩载荷问题．假设重物的重力分别为 F1 = 2, F2 = 3，放置的位置

l1, l2 为未知变量，桥梁长度为 5．如果两个桥墩的载荷分别为 f1 = 3, f2 = 2，求所有

可能的

[
l1

l2

]
．

2. 笼中有若干鸡兔，每只鸡有一个头两条腿两只翅膀，每只兔有一个头四条腿没有翅膀．

笼中现有 4 个头、12 条腿、8 只翅膀，求鸡兔数目．

3. 设 A =

[
a b

c d

]
满足 A

[
1

1

]
=

[
4

8

]
，且 A 第一列的元素之和为 2，求所有可能的 A．

4. 求平面上直线 y = 2x+ 3, y = −x+ 5 的交点．
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5. 空间中有三个平面，分别经过点


4

0

0

 ,


0

1

−1

 ,

2

0

2

，具有法向量

1

3

5

 ,


1

2

−3

 ,

2

5

2

，求
这三个平面的交点（练习 1.3.181.3.18）．

6. 空间中有一条经过原点的直线，并且与向量


1

1

0

 ,

0

1

1

 垂直，求所有直线上的点．

7. 空间中有一个平面经过点


1

1

0

 ,

0

1

1

 ,

1

0

1

，求所有与该平面垂直的向量．

证明: 1. 根据课本的例题，我们有

[
f1

f2

]
=

[
d−l1
d F1 +

d−l2
d F2

l1
d F1 +

l2
d F2

]
, 代入我们的具体数值，整

理为关于 l1, l2 的方程即得： [
−2 −3

2 3

][
l1

l2

]
=

[
−10

10

]
.

所以

[
l1

l2

]
可能的值为

{[
t

10−2t
3

]
: 0 ≤ t ≤ 5

}
.

2. 设鸡兔的书目分别为 x1, x2, 那我们可以列方程：
x1 +x2 = 4

2x1 +4x2 = 12

2x1 = 8

即：


1 1

2 4

2 0


[
x1

x2

]
=


4

12

8

，该方程组无解。
3. 根据题意，我们有方程组： 

a+ b = 4

c+ d = 8

a+ c = 2

写成矩阵形式就是 
1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0



a

b

c

d

 =


4

8

2



34



解方程组得


a

b

c

d

 的解集为



−6

10

8

0

+ k


1

−1

−1

1

 : k ∈ R


, 因此所有可能的 A 为

[
−6 + k 10− k

8− k k

]
, k ∈ R

4. 写成矩阵形式即

[
2 −1

1 1

][
x

y

]
=

[
−3

5

]
. 解方程组得

[
x

y

]
=

[
2
3
13
3

]
. 因此交点坐标为(

2
3 ,

13
3

)
.

5. 设平面 P1 经过点


4

0

0

，并且以

1

3

5

 为法向量，那么 P1 的方程为 x+3y+5z = d; P1

经过点


4

0

0

 可知 d = 4, 因此 P1 方程为 x+ 3y + 5z = 4. 同理可得其它两个平面方程

分别为：x+ 2y − 3z = 5 和 2x+ 5y + 2z = 8. 三个平面的交点满足的方程组为
1 3 5

1 2 −3

2 5 2



x

y

z

 =


4

5

8


该方程组无解，因此三个平面并不交于一点。

6. 设直线上的点为


x

y

z

, 根据题意，则有


1

1

0

 ·


x

y

z

 =


0

1

1

 ·


x

y

z

 = 0. 因此写成矩阵形

式为 [
1 1 0

0 1 1

]
x

y

z

 =

[
0

0

]

解方程组可得直线上的所有点为

k


1

−1

1

 : k ∈ R

.

7. 向量


x

y

z

 与该平面垂直，当且仅当它和向量

1− 0

1− 1

0− 1

 ,

1− 1

1− 0

0− 1

 内积为 0。和上一小题

类似，我们可以写出矩阵形式的方程

[
1 0 −1

0 1 −1

]
x

y

z

 =

[
0

0

]
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解方程组可得所以这样的向量为

k

1

1

1

 : k ∈ R

.

练习 1.3.20. 如果线性方程组 Ax = b和 Cx = b，对任意 b都有相同的解集，那么 A = C 成立吗？

证明: A = C 成立。首先，A,C 有相同的尺寸：它们的行数都等于 b 的行数，它们的列数都等

于未知数的个数。

我们取 b 是 A 的第一列，那么 x = e1 =


1

0
...

 是方程组 Ax = b 的解，由题意，e1 =


1

0
...


也是方程组 Cx = b 的解。我们注意到 Ce1 是 C 的第一列，因此这就证明了 A 和 C 有相同的

第一列。同理，我们再取 b 是 A 的第二、三 · · · 列，我们可以证明 A 的每一列和 C 的相应的

列都相同。因此 A = C.

练习 1.3.21. 设线性映射 F : Rn → Rm．当 n > m 时，F 是否可能是单射？当 n < m 时，F 是
否可能是满射？

证明: 令 A 是 F 对应的矩阵。

1. F 不能是单射。我们考虑 0 的原像，即齐次方程组 Ax = 0 的解。因为 n > m, 那么
A 的主元至多 m 个，比未知数的个数 n 少，因此该齐次方程组有无穷多解，即 0 的

原像有无穷多。因此 F 一定不是单射。

2. F 不可能是满射。我们只需要证明，一定存在 b 使得 Ax = b 无解；那么等价于证明，

存在 b′ 使得 rref(A)x = b′ 无解。事实上，由于 n < m, 那么 rref(A) 的最后一行一定
是零行所以我们取 b′ 的最后一个分量等于 1 就能使得 rref(A)x = b′ 无解。

1.4 线性映射的运算

练习 1.4.1. 设 A,B,C 分别是 3× 5, 5× 3, 3× 1 矩阵，则 BA,AB,BCT, A(B + C) 中哪些定

义良好？

证明: AB,BA 是良定义的，BCT 不是良定义的，因为 CT 的行数不等于 B 的列数；A(B+C)

也不是良定义的，因为 B,C 行列数并不相同，不能相加。

练习 1.4.2. 设 A =


1 1 −1

2 0 1

1 −1 0

 , B =


1 0 1

2 −1 0

0 2 −2

，求 AB,BA,AB −BA．

这个题仅仅是按照定义计算即可。
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证明:

AB =


3 −3 3

2 2 0

−1 1 1

 , BA =


2 0 −1

0 2 −3

2 2 2

 , AB −BA =


1 −3 4

2 0 3

−3 −1 −1



练习 1.4.3. 计算：[
2 3

5 7

][
2 0

0 3

][
−7 3

5 −2

]
．1.

[
−7 3

5 −2

][
2 3

5 7

]
．2.

[
17 −6

35 −12

]5
．3.

1 3 1

2 2 1

3 4 2



1

2

1




0 2 −1

1 1 −1

−2 −5 4

．4.


8 6 −6

4 6 −4

8 8 −6


6

．6.

证明: 1.
[
2 3

5 7

][
2 0

0 3

][
−7 3

5 −2

]
=

[
17 −6

35 −12

]
.

2.
[
−7 3

5 −2

][
2 3

5 7

]
=

[
1 0

0 1

]
．

3. [
17 −6

35 −12

]5
=

([
2 3

5 7

][
2 0

0 3

][
−7 3

5 −2

])5

=

[
2 3

5 7

][
2 0

0 3

]5 [
−7 3

5 −2

]

=

[
2 3

5 7

][
25 0

0 35

][
−7 3

5 −2

]

=

[
3197 −1266

7385 −2922

]
．

4.


1 3 1

2 2 1

3 4 2



1

2

1




0 2 −1

1 1 −1

−2 −5 4

 =


4 3 −3

2 3 −2

4 −2 −3

．

5. 注意到


0 2 −1

1 1 −1

−2 −5 4



1 3 1

2 2 1

3 4 2

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

, 那么


8 6 −6

4 6 −4

8 8 −6


6

= 26


1 3 1

2 2 1

3 4 2



1

2

1


6 

0 2 −1

1 1 −1

−2 −5 4


= 26


1 3 1

2 2 1

3 4 2



1

26

1




0 2 −1

1 1 −1

−2 −5 4


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练习 1.4.4. 考虑下列 R2 上的线性变换．

1. 设 Rθ(x) = Rθx，其中 Rθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
．求证：

(a) Rθ 是绕原点逆时针方向旋转角度 θ 的变换．

(b) 分析当 θ 取何值时，存在常数 λ 和非零向量 x，满足 Rθx = λx．

(c) 计算 Rnθ , n > 0, n ∈ N．

2. 设 Hθ(x) = Hθx，其中 Hθ =

[
cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

]
，而 v =

[
cos θ
sin θ

]
,w =

[
sin θ

− cos θ

]
是

R2 中的向量．求证：

(a) vTw = 0,vTv = wTw = 1;Hθv = v,Hθw = −w．试分析变换 Hθ 的几何意义．

(b) H2
θ = I2,Hθ = I2 − 2wwT．

(c) R−θHϕRθ = Hϕ−θ,HϕRθHϕ = R−θ，并分析其几何意义．

3. 设 S(x) = Sx，其中 S =

[
1 0

1 1

]
．设 λ 是常数，求证：Sx = λx 有非零解当且仅当

λ = 1，并求出所有的非零解；计算 Sn, n > 0, n ∈ N．

证明: 1. (a) 由例 1.1.10 直接可得。

(b) Rθx = λx 有非零解当且仅当 (Rθ − λI2)x 有非零解，由题 1.3.4 知当且仅当
(cos θ − λ)2 + sin2 θ = 0. 整理一下即 λ2 − 2 cos θλ+ 1 = 0. 计算判别式知，当且
仅当 cos θ = ±1, 即 θ = kπ(k ∈ Z).

(c) 按照题意，Rnθ 对应的线性变换是绕原点逆时针方向作了 n 次旋转角度 θ 的变换，

所以一共旋转了角度 nθ, 因此 Rnθ =

[
cos(nθ) − sin(nθ)
sin(nθ) cos(nθ)

]
2. (a) vTw = cos θ sin θ + sin θ(− cos θ) = 0,vTv = cos2 θ + sin2 θ = 1,wTw = sin2 θ +

(− cos θ)2 = 1;

Hθv =

[
cos(2θ) cos θ + sin(2θ) sin θ
sin(2θ) cos θ − cos(2θ) sin θ

]
=

[
cos(2θ − θ)

sin(2θ − θ)

]
= v,

Hθw =

[
cos(2θ) sin θ − sin(2θ) cos θ
sin(2θ) sin θ + cos(2θ) cos θ

]
=

[
− sin(2θ − θ)

cos(2θ − θ)

]
= −w.

Hθ 的几何意义即：将 v 方向的向量保持不变，w 方向的向量变成相反方向的向

量；或者等价地说，它是以 v 方向为对称轴的反射。

(b) 我们可以从几何意义上得到这两个等式。也可以用矩阵乘法来验算，我们略去详

细解答，仅仅演算一下 I2 − 2wwT：

I2 − 2wwT =

[
1 0

0 1

]
− 2

[
sin2 θ − sin θ cos θ

− sin θ cos θ cos2 θ

]
=

[
cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

]
.
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(c) 这两个等式的验算我们略去。第一个等式的几何意义是，先旋转一个角度，再反

射，然后再反向旋转，等效于将反射的对称轴旋转这个角度；第二个等式的意义

是，先反射再旋转一个角度，再以同一个对称轴做反射，则相当于旋转相反方向

的同一个角度。

3. Sx = λx 有非零解，当且仅当 (S − λI2)x = 0 有非零解。我们对系数矩阵作初等行变

换： [
1− λ 0

1 1− λ

]
//

[
1 1− λ

0 1− λ

]
//

[
1 1− λ

0 −(1− λ)2

]

因此 Sx = λx 有非零解当且仅当 λ = 1. 要计算 Sn, 我们可以通过找规律猜测

Sn =

[
1 0

n 1

]
, 然后通过数学归纳法严格地证明这个等式。我们也有下面的方法：注

意到 S = I2 + J2 以及 J2
2 = 0, 其中 J2 =

[
0 0

1 0

]
, 由于 I2, J2 乘法可交换，我们可以

利用二项式展开得到

Sn = (I2 + J2)
n = In2 + nIn−1

2 J2 = I2 +

[
0 0

n 0

]
=

[
1 0

n 1

]
.

练习 1.4.5. 计算：
1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


2

．1.


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


k

．2.

这样算一个矩阵的高次幂，不要害怕，要有耐心，除了后面章节要学习的对角化的方法以

外，所有其他的高次幂的计算本质上都是找规律，否则几乎没有任何手算的可能的。

证明:
1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1

 =


2

2

2

2

+

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 −1

 = 2I2+


1

1

1

1


[
−1 −1 −1 −1

]

我们令 w =


1/2

1/2

1/2

1/2

, 则


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1

 = 2
(
I4 − 2wwT)
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可见原矩阵本质上一个反射。因此
1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


k

= 2k
(
I2 − 2wwT)k = { 2k

(
I4 − 2wwT) 若 k 是奇数

2kI4 若 k 是偶数

练习 1.4.6. 设 Eij 是 (i, j) 元为 1，其余元素为 0 的矩阵，而 n 阶方阵 Jn =


0 1

. . .
. . .

0 1

0

．
1. 计算 A = I2 + J2, B = I2 + JT

2 , C = J2 − JT
2 ．

2. 先计算 AB，再计算 (AB)C，然后先计算 BC，再计算 A(BC)．

3. 先计算 AB,AC，再计算 AB +AC，然后先计算 B + C，再计算 A(B + C)．

4. 计算 AB +BC,B(A+ C), (A+ C)B，三者是否相等？

5. 计算 (A+B)2, A2 + 2AB +B2, A2 +AB +BA+B2，三者是否相等？

6. 计算 (AB)2 与 A2B2，二者是否相等？

7. 计算 E13−e1e
T
3 , e1e

T
1 + · · ·+e4e

T
4 , E13E32, E32E13，其中 ei ∈ R4，Eij 是 4 阶方阵．

8. 计算
[
0 0 1

]
1 2

3 4

5 6

．

9. 计算 J4


1

2

3

4

 , JT
4


1

2

3

4

 , J2
4


1

2

3

4

 , J4
4．

10. 计算 Jkn，其中 k 是正整数．

11. 设 P =


1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

，计算 PJ4 + J4P, (P + I4)(2P + 3I4)− (2P + 3I4)(P + I4)．

12. 设 R =

[
1 0

1 1

]
, S =

[
3 0

0 1

]
, T =

13 0

0 1

，计算 SRT, SRTT．

证明: 1. J2 =

[
0 1

0 0

]
, 因此 A =

[
1 1

0 1

]
, B =

[
1 0

1 1

]
, C =

[
0 1

−1 0

]
2.

AB =

[
1 1

0 1

][
1 0

1 1

]
=

[
2 1

1 1

]
, (AB)C =

[
2 1

1 1

][
0 1

−1 0

]
=

[
−1 2

−1 1

]
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BC =

[
1 0

1 1

][
0 1

−1 0

]
=

[
0 1

−1 1

]
, A(BC) =

[
1 1

0 1

][
0 1

−1 1

][
−1 2

−1 1

]
3.

AC =

[
1 1

0 1

][
0 1

−1 0

]
=

[
−1 1

−1 0

]
, AB +AC =

[
2 1

1 1

]
+

[
−1 1

−1 0

]
=

[
1 2

0 1

]

B + C =

[
1 0

1 1

]
+

[
0 1

−1 0

]
=

[
1 1

0 1

]
�A(B + C) =

[
1 1

0 1

][
1 1

0 1

]
=

[
1 2

0 1

]
4.

AB +BC =

[
2 1

1 1

]
+

[
0 1

−1 1

]
=

[
2 2

0 2

]

B(A+ C) =

[
1 0

1 1

][
1 2

−1 1

]
=

[
1 2

0 3

]
, (A+ C)B =

[
1 2

−1 1

][
1 0

1 1

]
=

[
3 2

0 1

]
因此他们不相等。

5.

A+B =

[
2 1

1 2

]
, AB =

[
2 1

1 1

]
, BA =

[
1 1

1 2

]
, (A+B)2 =

[
5 4

4 5

]

A2 + 2AB +B2 =

[
1 2

0 1

]
+ 2

[
2 1

1 1

]
+

[
1 0

2 1

]
=

[
6 4

4 4

]

A2 +AB +BA+B2 =

[
1 2

0 1

]
+

[
2 1

1 1

]
+

[
1 1

1 2

]
+

[
1 0

2 1

]
=

[
5 4

4 5

]
因此 (A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 6= A2 + 2AB +B2.

6.

(AB)2 =

[
2 1

1 1

][
2 1

1 1

]
=

[
5 3

3 2

]

A2B2 =

[
1 2

0 1

][
1 0

2 1

]
=

[
5 2

2 1

]
因此 (AB)2 6= A2B2.

7. e1e
T
3 =


1

0

0

[0 0 1
]
=


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 = E13，故 E13 − e1e
T
3 = 0. 一般的，我们可以验

证 eie
T
j = Eij , 因此 e1e

T
1 + · · ·+ e4e

T
4 = I4. 于是

E13E32 = e1e
T
3 e3e

T
2 = e1e

T
2 = E12

E32E13 = e3e
T
2 e1e

T
3 = e30e

T
3 = 0

8. [
0 0 1

]
1 2

3 4

5 6

 =
[
5 6

]
.
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9.

J4


1

2

3

4

 =


2

3

4

0



JT4


1

2

3

4

 =


0

1

2

3



J2
4


1

2

3

4

 =


3

4

0

0


J4
4 = 0

.

10. 计算 Jkn 就是找规律，

Jkn =



0 · · · 0 1 · · · 0
... · · ·

. . .
...

0 · · · 0 1

0 · · · 0 0
...

...


,

这个矩阵从 (1, k + 1) 分量到 (n− k, n) 分量这条斜线上是 1，其他位置全是 0.

11.

PJ4 + J4P =


0 1 1 1

0 1 2 3

0 1 3 6

0 1 4 10

+


1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

0 0 0 0

 =


1 3 4 5

1 4 8 13

1 5 13 26

0 1 4 10


P + I4 和 (2P + 3I4) 可交换，因此 (P + I4)(2P + 3I4)− (2P + 3I4)(P + I4) = 0．

12.

SRT =

[
3 0

1 1

][
1
3 0

0 1

]
=

[
1 0
1
3 1

]

SRTT =

[
3 3

0 1

][
1
3 0

0 1

]
=

[
1 3

0 1

]
.

练习 1.4.7. 设二阶矩阵 B 的 (1, 2) 元增加 1，对下列矩阵讨论该矩阵的哪行哪列一定不变，并

举例说明所有其他行列确实可以变化：

A+B．1. AB．2. BA．3. B2．4.

证明: 1. A+B 只有第一行和第二列改变，其他的行、列不改变。
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2. AB的列除了第二列，其他列一定不変；但是所有的行都有可能变化。例如A =

[
1 1

1 1

]
, B =[

0 0

0 0

]
, B′ =

[
0 1

0 0

]
, AB =

[
0 0

0 0

]
, AB′ =

[
0 1

0 1

]
3. BA 的列除了第一行，其他行一定不変；但是所有的列都有可能变化。例子如上题。

4. 所有行、列都可能变化。例如 B =

[
1 1

1 0

]
, B′ =

[
1 2

1 0

]
;B2 =

[
2 1

1 1

]
, B′2 =

[
3 2

1 2

]
.

练习 1.4.8. 判断对错：

1. 如果 B 的第一列等于第三列，则 AB 的第一列等于第三列．

2. 如果 B 的第一列等于第三列，则 BA 的第一列等于第三列．

3. 如果 A 的第一行等于第三行，则 ABC 的第一行等于第三行．

证明: 1. 正确

2. 错误

3. 正确

练习 1.4.9. 求所有满足条件的矩阵 B：

1. 对任意三阶方阵 A，BA = 4A．

2. 对任意三阶方阵 A，BA = 4B．

3. 对任意三阶方阵 A，BA 的每一行都是 A 的第一行．

4. 对任意三阶方阵 A，AB 的每一行的每一个元素都是 A 的对应行的平均值．

5. B2 6= 0, B3 = 0，且 B 是三阶上三角矩阵．

6. B

[
1 1

1 1

]
=

[
1 1

1 1

]
B．

证明: 1. 取 A = I3 可得 B = 4I3，可以验证满足条件。

2. 取 A = I3 可得 B = 4I3，可以验证满足条件。

3. 取 A = I3 可得 B =


1 0 0

1 0 0

1 0 0

, 可以验证满足条件。

4. 取 A = I3 可得 B =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

, 现在我们验证一下它是否满足条件。设 A =
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
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, 直接计算可知

AB =


a11+a12+a13

3
a11+a12+a13

3
a11+a12+a13

3
a21+a22+a23

3
a21+a22+a23

3
a21+a22+a23

3
a21+a22+a23

3
a31+a32+a33

3
a31+a32+a33

3


所以满足条件。

5. 设 B =


x1 x2 x3

0 x4 x5

0 0 x6

. B3 对角线元素非别为 x31, x
4
4, x

3
6, 从而 x1 = x4 = x6 = 0. 于是

B2 =


0 0 x2x5

0 0 0

0 0 0

 , B3 = 0. 因此满足条件的 B 为



0 x y

0 0 z

0 0 0

 : x 6= 0, z 6= 0, y ∈ R

 .

6. 设 B =

[
a b

c d

]
，则条件转化为

[
a+ b a+ b

c+ d c+ d

]
=

[
a+ c b+ d

a+ c b+ d

]
, 等价于 b = c, a = d,

因此满足条件的 B 为 {[
a b

b a

]
: a, b ∈ R

}
.

练习 1.4.10. 给定矩阵 A =

[
p 0

q r

]
, B =

[
1 1

0 1

]
, C =

[
0 z

0 0

]
．

1. p, q, r 取何值时，有 AB = BA？

2. z 取何值时，有 BC = CB？

3. p, q, r, z 取何值时，有 ABC = CAB？

证明: 1. AB =

[
p p

q q + r

]
, BA =

[
p+ q r

q r

]
. AB = BA 当且仅当 q = 0 且 p = r.

2. 我们直接计算就有 BC = CB = C.

3. ABC = AC =

[
0 pz

0 qz

]
, CAB =

[
zq z(q + r)

0 0

]
, 因此 ABC = CAB 当且仅当 qz =

0, pz = z(q + r), 当且仅当 z = 0 或者 q = 0 且 p = r.

练习 1.4.11. 证明：

1. 设 n 维向量 x 的每个分量都是 1，则 n 阶方阵 A 的各行元素之和为 1 当且仅当

Ax = x．
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2. 若 n 阶方阵 A,B 的各行元素之和均为 1，则 AB 的各行元素之和也均为 1．

3. 若 n 阶方阵 A,B 的各列元素之和均为 1，则 AB 的各列元素之和也均为 1．

证明: 设 A = [aij ], B = [bij ].

1. 我们只需要注意到, 由于 x 的每个分量都是 1, Ax 的第 i(1 ≤ i ≤ n) 个分量就是 A 的

第 i 行的和。

2. 由上一小题，ABx = A(Bx) = Ax = x, 则 AB 的各行元素之和也均为 1．

3. A,B 的各列元素之和均为 1，当且仅当 AT, BT 的各行元素之和均为 1，那么 BTAT =

(AB)T 的各行元素之和均为 1, 即 AB 的各列元素之和也均为 1．

练习 1.4.12. 证明命题 1.4.17.

证明: 我们只证明第一小题，第二小题请自行验证。我们假设A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(R), C =

[ckl] ∈Mn×r(R), 此时 (A+B)C,AC,BC 均为 m× r 矩阵；A+B = [aij + bij ] ∈Mm×n(R). 我
们验证 (A+B)C 的每一个分量和 AC +BC 的每一个分量相等。

((A+B)C)ij =
n∑
k=1

(A+B)ikCkj =
n∑
k=1

(aik + bik)ckj

=
n∑
k=1

aikckj +
n∑
k=1

bikckj = (AC)ij + (BC)ij .

练习 1.4.13. 证明上三角矩阵对加法、数乘、乘法封闭，即：设 U1, U2 是 n 阶上三角矩阵，k

是实数，则 U1 +U2, kU1, U1U2 都是上三角矩阵．此外，U1U2 的对角元素是 U1, U2 对应的对角

元素的乘积．

证明: 设 U1 =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
. . .

...

0 0 · · · ann

 , U2 =


b11 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
. . .

...

0 0 · · · bnn

, 此时

U1 + U2 =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

0 a22 + b22 · · · a2n + b2n
. . .

...

0 0 · · · ann + bnn

 , kU1 =


ka11 ka12 · · · ka1n

0 ka22 · · · ka2n
. . .

...

0 0 · · · kann

 .

我们可以把矩阵补完整 U1 = [aij ], U2 = [bij ], 但是其中, 当 i < j 时 aij = bij = 0. 我们考虑
U1U2 的第 (i, j) 分量：

(U1U2)ij =
n∑
k=1

aikbkj .

若 i > j, 那么对任意的 k, i < k 和 k < j 中至少有一个成立，也就是说 aik 和 bkj 中至少

有一个为 0, 因此 (U1U2)ij = 0.

45



若 i = j, 那么对任意 k 6= i, i < k 和 k < j 中至少有一个成立，aik 和 bkj 中至少有一个为

0, 因此整个求和式里面只有一项有贡献，即 (U1U2)ii = aiibii.

练习 1.4.14. 设 A 是 n 阶上三角矩阵．求证：An = 0 当且仅当 A 是严格上三角矩阵．

我们认证计算过题 1.4.6 的第 10 小题，就有一些经验：指数没增加一个，从左上往右下的
那些 1 的位置就往右上角提升一个，同时数量减少一个。那么经过有限次以后就全消失了。本

题的关键就在于把这个论证说清楚。

证明: 若 A 不是严格上三角矩阵，那么存在 A 对角线上的某个元素 aii 6= 0, 那么由上一题，An

的第 ii 个分量就是 anii 也不是零；因此 An 6= 0.
现在假设 A 是严格上三角矩阵。我们用归纳法来证明：对 1 ≤ k ≤ n, Ak 是如下形式的矩

阵： 

0 · · · 0 ∗ · · · ∗
... · · ·

. . .
...

0 · · · 0 ∗
0 · · · 0 0
...

...


,

这个矩阵除了从 (1, k+ 1) 分量到 (n− k, n) 分量这条斜线及其右上方的元素以外的其他位置全

是 0. 我们可以严格地描述这种形式的矩阵：B = [bij ] 具有这样的形式，当且仅当 bij = 0, ∀j ≥
i+ k − 1. 下面我们开始证明。k = 1 时，由严格上三角矩阵的定义显然的。假设这个命题对 k

成立，我们记 Ak = [cij ], 那么我们考虑 (Ak+1)ij :

(Ak+1)ij = (AkA)ij =
n∑
ℓ=1

ciℓaℓj

对于 j ≥ i+ (k + 1) − 1 = i+ k, 那么 j ≥ ℓ+ k − 1 和 ℓ ≥ i 至少有一个成立，根据归纳假设，

ciℓ、aℓj 至少有一个为零。因此当 j ≥ i+ (k + 1)− 1 = i+ k 时，(Ak+1)ij = 0。证毕。

如果有分块矩阵的知识，我们也可以利用分块矩阵来对方阵的阶做归纳，归纳的关键是利

用下面的等式：

若 B =

[
A α

0 0

]
, 则 Bk =

[
Ak Ak−1α

0 0

]

练习 1.4.15. 证明：如果 n 阶方阵 A 满足 An = 0，则 (In−A)(In+A+A2+ · · ·+An−1) = In．

证明: An = 0, 则 In = I −An = (In −A)(In +A+A2 + · · ·+An−1).

练习 1.4.16. 对 n 阶方阵 A，考虑集合 Com(A) =
{
n 阶方阵 B : AB = BA

}
．

1. 求证：Com(A) 是所有 n 阶方阵的集合当且仅当 A 是数量矩阵 kIn．

2. 设 A = diag(di)，di 互不相同，求 Com(A)．

3. 求证：任取 B,C ∈ Com(A)，都有 In, kB + lC,BC ∈ Com(A)．
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4. 设 A =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

，求证：J3 =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ∈ Com(A)，而且

Com(A) =
{
k1I3 + k2J3 + k3J

2
3 : k1, k2, k3 ∈ R

}
.

证明: 1. 若 A = kIn, 容易证明 Com(A) 是所有 n 阶方阵的集合。反之，若 Com(A) 是

所有 n阶方阵的集合，我们考虑 Eij , 它是 (i, j)分量为 1，其他分量全为零的矩阵，那

么 AEij = EijA, 这个等式左边第 j 列为 A 的第 i 列，其他列全为零; 等式右边第 i 行

为 A 的第 j 行，且其他行全为零。比较等式左右两边第 (i, j) 分量，则 aii = ajj；比

较其它分量，则得到 A 的第 i 列和第 j 行除了对角线元素以外都是 0. 我们取遍所有
i, j，就得到 A 是数量矩阵。

2. 设 B = [bij ] ∈ Com(A)．AB = [dibij ], BA = [bijdj ], 因此对任意 i, j 有 dibij = bijdj ,
于是 bij = 0, ∀i 6= j.

3. InA = AIn = A, 因此 In ∈ Com(A). 若 B,C ∈ Com(A), 那么 (kB + lC)A = kBA+

lCA = kaB+lAC = A(kB+lC), BCA = BAC = ABC,因此 kB+lC,BC ∈ Com(A)．

4. 我们首先证明：Com(A) = Com(J3)。这是因为 A = I3 + J3, 因此 AB = BA 当且仅

当 B+BJ3 = B+ J3B 当且仅当 BJ3 = J3B. 设 B =


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 ∈ Com(A)，则

J3B =


b21 b22 b23

b31 b32 b33

0 0 0

 , BJ3 =

0 b11 b12

0 b21 b22

0 b31 b32


J3B = BJ3 则有 b11 = b22 = b33, b12 = b23, b21 = b31 = b32 = 0，所以

Com(A) =
{
k1I3 + k2J3 + k3J

2
3 : k1, k2, k3 ∈ R

}
.

练习 1.4.17. 设 A =


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

，求 Ak，其中 k 是正整数．

证明: 注意到 A = λI3 + J3 且 J3
3 = 0, 则

Ak = (λI3 + J3)
k = (λI3)

k + k(λI3)
k−1J3 +

(
k

2

)
(λI3)

k−2J2
3 =


λk kλk−1 k(k−1)

2 λk−2

0 λk kλk−1

0 0 λk

 .

练习 1.4.18. 设 A 是 n 阶方阵，求证：A+AT, AAT, ATA 都是对称矩阵，而 A−AT 是反对

称矩阵．
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证明:
(A+AT)T = AT + (AT)T = A+AT

(AAT)T = (AT)TAT = AAT

(ATA)T = AT(AT)T = ATA

(A−AT)T = AT − (AT)T = −(A−AT)

练习 1.4.19. 求证：

1. 任意方阵 A 都可唯一地表示为 A = B + C，其中 B 是对称矩阵，C 是反对称矩阵．

2. n 阶方阵 A 是反对称矩阵当且仅当对任意 n 维列向量 x，都有 xTAx = 0．

3. 设 A,B 是 n 阶对称矩阵，则 A = B 当且仅当对任意 n 维列向量 x，都有 xTAx =

xTBx．

证明: 1. 假设有这样的表达式，那么 AT = (B + C)T = BT + CT = B − C, 那么就有
B = A+AT

2 , C = A−AT

2 . 这证明了唯一性。反之，我们令 B = A+AT

2 , C = A−AT

2 ，由上

一题我们知 B 对称，C 反对称，且 A = B + C. 这证明了存在性。

2. 若 A 是反对称矩阵，那么对任意 x, (xTAx)T = xTATx = −xTAx, 所以 xTAx = 0.
反之，若对任意 x, 都有 xTAx = 0, 考虑 (x+ y)TA(x+ y) = 0, 于是对任意 x,y, 都
有 xTAy = −yTAx. 取 x = ei,y = ej，就有 aij = (ei)

TAej = −(ej)
TAei = −aji.

所以 A 是反对称矩阵。

3. 有一个方向是显然的。我们只需要证明当对任意 n 维列向量 x，都有 xTAx = xTBx

时，A = B. 考虑 A − B, 我们只需要证明若对任意 n 维列向量 x，都有 xTAx = 0,
则 A = 0. 事实上有上一小题知 A 反对称；而由题意，A 对称。故我们同时有 A = AT

和 A = −AT. 因此 A = 0.

练习 1.4.20. 设 A,B 是同阶对称矩阵．求证：AB 是对称矩阵当且仅当 AB = BA．

证明: 若 AB 对称，则 AB = (AB)T = BTAT = BA.
若 AB = BA，则 (AB)T = BTAT = BA = AB, 因此 AB 是对称矩阵。

练习 1.4.21. 设 A 是实对称矩阵，如果 A2 = 0，求证：A = 0．

证明: 设 A = [aij ]. 因为 A 对称，所以 aij = aji. 考虑 A2 的第 i(1 ≤ i ≤ n) 个对角线元素，它

等于
∑n

k=1 aikaki =
∑n

k=1 a
2
ik. 而 A2 = 0, 则

∑n
k=1 a

2
ik = 0. 也就是说，对所有的 i, k, aik = 0.

所以 A = 0.

练习 1.4.22 (矩阵的迹). 方阵 A 的对角元素的和称为它的迹，记作 trace(A)．验证下列性质：

1. 对任意同阶方阵 A,B，trace(A+B) = trace(A) + trace(B)．

2. 对任意方阵 A 与实数 k，trace(kA) = ktrace(A)．

3. 对 m 阶单位矩阵 Im，trace(Im) = m．

4. 对任意方阵 A，trace(A) = trace(AT)．
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5. 设 A =

[
a1 a2

a3 a4

]
, B =

[
b1 b2

b3 b4

]
，则 trace(ATB) =

4∑
i=1

aibi．如果 A 是 m 阶方阵呢？

6. 设 v,w 是 m 维向量，则 trace(vTw) = trace(wvT)．

7. 设 A,B 分别是 m× n, n×m 矩阵，则 trace(AB) = trace(BA)．

8. 设 A,B 是任意 m 阶方阵，则 AB −BA 6= Im．

证明: 1. 设 A = [aij ], B = [bij ], 则 trace(A) =
∑m

i=1 aii.trace(A+B) =
∑m

i=1(aii+ bii) =∑n
i=1 aii +

∑m
i=1 bii = trace(A) + trace(B).

2. 设A = [aij ],则 trace(A) =
∑m

i=1 aii.trace(kA) =
∑m

i=1(kaii) = k
∑m

i=1 aii = ktrace(A).

3. trace(Im) =
∑m

i=1 1 = m.

4. 由于 AT 的对角线元素和 A 是相同的，因此 trace(A) = trace(AT).

5. ATB =

[
a1b1 + a3b3 a1b2 + a3b4

a2b1 + a4b3 a2b2 + a4b4

]
, 因此 trace(ATB) =

∑4
i=1 aibi. 若 A,B 是 m 阶

方阵，则

trace(ATB) =
m∑
i=1

(ATB)ii =
m∑
i=1

m∑
j=1

(AT)ijBji =
∑
i,j

ajibji,

即将 A,B 相应位置的元素相乘，然后全加起来。

6. 设 v =


x1

x2
...

xm

 ,w =


y1

y2
...

ym

,于是 vTw =
∑m

i=1 xiyi. wvT =


y1x1 y1x2 · · · y1xm

y2x1 y2x2 · · · y2xm
...

...
...

ymx1 ymx2 · · · ymxm

,

所以 trace(wvT) =
∑m

i=1 xiyi = trace(vTw).

7. 设 A = [aij ] ∈Mm×n(R), B = [bkl] ∈Mn×m(R), 则

trace(AB) =
m∑
i=1

(AB)ii =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbji =
n∑
j=1

n∑
i=1

bjiaij =
m∑
j=1

(BA)jj = trace(BA)

8. 由于 trace(AB−BA) = trace(AB)−trace(BA) = 0 6= trace(Im),所以 AB−BA 6= Im.

练习 1.4.23 (差分矩阵与求导). 在微积分中，f(x) 的导数 f ′(x) ≈ f(x+ δ)− f(x)

δ
．对数列

{an} 的相邻两项做减法，可以看作是一种离散导数
an+1 − an

1
．两者具有某种共性．令 D 为

100 阶向前差分矩阵，而 a =


a1

a2
...

a100

．求证：
1. 若 ak 是关于 k的 3次多项式，则除第 1个分量外，Da 的第 k 个分量是关于 k 的 2 次多项式．

2. 若 ak = ek，则除第 1 个分量外，
e

e− 1
Da 的第 k 个分量是 ek．

证明: 差分矩阵的定义见教材 50 页.

49



1. 设 ak = f(k) = ak3 + bk2 + ck+ d, Da 的第 k 个分量为 −ak−1 + ak = 3ak2 + (−3a+

2b)k + (a− b+ c), 是关于 k 的 2 次多项式。

2. 当 k ≥ 2时，Da的第 k个分量是−ek−1+ek = ek−1(e−1),因此 e

e− 1
Da的第 k 个分量是 ek．

练习 1.4.24. 如图 1.21.2所示的电路包含 5个顶点，电势分别为 vi, i =

1, 2, . . . , 5，i, j 两点之间电阻为 rij 6= 0，从顶点 i 到 j 的电流为

cij，又记 cii = 0．令电势矩阵为 V = diag(v1, v2, . . . , v5)，电流矩阵
为 C =

[
cij

]
，电导矩阵为 G =

[
gij

]
，其中 gii = 0, gij =

1

rij
, i 6= j．

求证 C = V G−GV． 图 1.2

证明: 根据欧姆定律，vj − vi = cijrij，即 cij =
vj−vi
rij

.

(V G−GV )ij =
n∑
k=1

(VikGkj −GikVkj) = vigij − vjgij

因此 C 和 V G−GV 每个分量都相等。
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练习 1.4.25. 图 1.31.3中的图含有四个顶点v1, v2, v3, v4，顶点之间有

边连接．对称矩阵 A 称为该图的邻接矩阵：如果 vi, vj 之间有边，

则 A 的 (i, j) 元是 1；如果 vi, vj 之间没有边，则 A 的 (i, j) 元是

0．

1.从 v3 出发，三次通过连线，最后回到 v3 的方法有几种？

2.求矩阵 A3 的 (3, 3) 元．

3.分析 An 的 (i, j) 元的意义．

v1 v2

v3 v4

e1

e2 e3 e4

e5

图 1.3

证明: 1. 我们直接数。从 v3 出发，第一步有三个选择 e2, e3, e5，这三个选择下三次通过

连线最后回到 v3 的方法分别有有 1, 2, 1 种。因此一共有 4 种方法。

2. 按题意，我们写出 A:

A =


0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 1

0 1 1 0

 , 则A3 =


2 5 5 2

5 4 5 5

5 5 4 5

2 5 5 2


因此 A3 的 (3, 3) 元就是从 v3 出发，三次通过连线，最后回到 v3 的方法数量。

3. An 的 (i, j) 元就是从 vi 出发，n 次通过连线，最后回到 vj 的方法数量。我们可以通

过归纳法来证明这一点，留给同学们思考。

练习 1.4.26. 设 vT,wT 是 k 维行向量，A 是 m× n 矩阵．

1. 如果矩阵乘积 vTA 良定义，需要满足什么条件？

2. 对任意常数 a, b ∈ R，证明 (avT + bwT)A = avTA+ bwTA．

3. 把 2aT + 3bT + 4cT 写成一个行向量和矩阵的乘积．

4. 求矩阵 A，使得
[
x1 x2

]
A

[
y1

y2

]
= 2x1y1 + 3x1y2 + 4x2y1 + 5x2y2．

5. 求矩阵 A，使得
[
x y

]
A

[
x

y

]
= x2 + 4xy + 5y2．这样的 A 是否唯一？

6. 求二阶对称矩阵 A，使得对任意非零二维向量 v，都有 vTAv > 0．

证明: 1. 矩阵乘积良定义的条件时前一个矩阵的列数等于后一个矩阵的行数，因此 vTA

良定义 k = m.

2. 这是矩阵乘法的分配律；我们也可以用分量写出来验证。略过。

3. 2aT + 3bT + 4cT =
[
2 3 4

]
aT

bT

cT


4. 设 A =

[
a b

c d

]
，则

[
x1 x2

]
A

[
y1

y2

]
= ax1y1+ bx1y2+ cx2y1+ dx2y2．因此 a = 2, b =
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3, c = 4, d = 5, 即 A =

[
2 3

4 5

]

5. 设 A =

[
a b

c d

]
，则

[
x y

]
A

[
x

y

]
= ax2+(b+ c)xy+dy2．因此 a = 1, d = 5, b+ c = 4.

这样的 A 不唯一。

6. 设 A =

[
a b

b d

]
，则条件等价于说，对任意不全为零的 x, y, ax2 +2bxy+ dy2 > 0 恒成

立，当且仅当 a > 0, d > 0, b2 − 4ad < 0.

练习 1.4.27. 由标准坐标向量 ei 定义 Eij = eie
T
j，它是 (i, j) 元为 1，其他元素为 0 的矩阵．

1. 证明，当 j 6= k 时，EijEkl = 0．

2. 对任意矩阵 A，求向量 v 使得 Av 是 A 的第 i 列．

3. 对任意矩阵 A，求向量 v 使得 vTA 是 A 的第 i 行．

4. 对任意矩阵 A，证明，eT
i Aej 为 A 的 (i, j) 元．

5. 对 ek ∈ Rm 证明，
m∑
k=1

eke
T
k = Im．

6. （阅读）计算矩阵乘积 AB 的 (i, j) 元的另一种方法：设 A 有 m 列，B 有 m 行，则

eT
i ABej = eT

i AImBej = eT
i A

(
m∑
k=1

eke
T
k

)
Bej =

m∑
k=1

(eT
i Aek)(e

T
kBej).

证明: 1. 当 j 6= k 时，eT
j ek = 0, 因此 EijEkl = eie

T
j eke

T
l = 0．

2. 设 v =


x1
...

xn

; 我们令 A = Ejk，则 Ejkv = (eTk v)ej = xkej . 根据条件，Ejkv 是 Ejk

的第 i 列，因此

Ejkv =

{
0 k 6= i

ej k = i
从而xk =

{
0 k 6= i

1 k = i

即 v = ei.

3. 这等价于说，对任意矩阵 A，向量 v 使得 ATvT 是 AT 的第 i列；由上一小题，v = ei．

4. 设 A = [aij ], 则 Aej =


a1j

a2j

· · ·
anj

, 所以 eT
i Aej = aij .

5. 对 ek ∈ Rm, ekeT
k = Ekk, 所以，

m∑
k=1

eke
T
k =

m∑
k=1

Ekk = Im．

练习 1.4.28. 注意 m 维向量是 m× 1 矩阵．

1. 对 v ∈ Rm, k ∈ R，kv 与 vk 是否可以看作矩阵乘法？
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2. 对 v ∈ Rm,w ∈ Rn，vwT 是否良定义？如果是，乘积有几行几列？

3. 求


1

2
...

100


[
10 9 . . . 1

]
的 (12, 7) 元．

4. 求 vw，使得 vwT =
[
(−1)i+j

]
．

5. 求 v,w，使得 vwT =

[
i

j

]
．

6. 令 A =
[
a1 a2 . . . an

]
, B =


bT
1

bT
2

...

bT
n

．证明 AB =

n∑
i=1

aib
T
i ．

证明: 1. kv 不可以看成矩阵乘法，vk 可以；因为 k 看成矩阵只有 1 列。

2. vwT 良定义，乘积有 m 行 n 列.

3.


1

2
...

100


[
10 9 . . . 1

]
的 (12, 7) 元为 12 ∗ 4 = 48

4. 设 v =


x1
...

xm

 ,w =


y1
...

yn

, 于是就是 xiyj = (−1)i+j 直接求解可知 xi = a(−1)i, yj =

a−1(−1)j , 其中 a 6= 0.

5. 设 v =


x1
...

xm

 ,w =


y1
...

yn

, 于是就是 xiyj =
i
j , 直接求解，就有 xi = ai, yj =

a
j , 其中

a 6= 0.

6. 设 A = [aij ], B = [bij ]. 那么由定义，(AB)ij =
∑n

k=1 aikbkj . 另一方面，(
n∑
k=1

akb
T
k

)
ij

=

n∑
k=1

(
akb

T
k

)
ij

而 (akb
T
k )ij = aikbkj , 这就证完了。

1.5 矩阵的逆

练习 1.5.1. 计算下列矩阵乘法：
1

1

1



1 2 3

4 5 6

7 8 9




1

1

1

．1.


1

−1 1

−1 0 1



1 2 3

1 3 1

1 4 0

．2.
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
1

1

1

1


k

，k 是正整数．3.
[
a b

c d

][
d −b

−c a

]
．4.



1

−1 1

−1 1

−1 1

−1 1





1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1


．5.

证明: 1. 这个矩阵乘法是先交换


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 的第一行和第三行，然后再对新矩阵交换它
的第一列和第三列，因此

1

1

1



1 2 3

4 5 6

7 8 9




1

1

1

 =


9 8 7

6 5 4

3 2 1

 .

2. 这个矩阵乘法是将


1 2 3

1 3 1

1 4 0

 的第一行的 −1 倍分别加到第二行和第三行上，因此


1

−1 1

−1 0 1



1 2 3

1 3 1

1 4 0

 =


1 2 3

0 1 −2

0 2 −3


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3. 我们找规律即可


1

1

1

1


k

=




1

1

1

1

 k ≡ 1 (mod 4)


1

1

1

1

 k ≡ 2 (mod 4)


1

1

1

1

 k ≡ 3 (mod 4)


1

1

1

1

 k ≡ 4 (mod 4)

4. 这个无它，直接乘 [
a b

c d

][
d −b

−c a

]
=

[
ad− bc 0

0 ad− bc

]

5. 这个矩阵乘法是将矩阵



1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1


第一行的的 −1 倍分别加到其他行，因此



1

−1 1

−1 1

−1 1

−1 1





1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1


=



1

0 1

0 2 1

0 3 3 1

0 4 6 4 1



练习 1.5.2. 求下列矩阵的逆矩阵：
1 1

1 1

1

．1.


1 0 1

−1 1 1

2 −1 1

．2.

55




1 2 0

2 1 −1

3 1 1

．3.


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1

．4.

证明: 这就是对于 Gauss-Jordan 消去的练习。我们具体计算一下第 3 小题，其他小题仅给出答
案。

1.


1 1

1 1

1


−1

=


1 −1 1

1 −1

1

．

2.


1 0 1

−1 1 1

2 −1 1


−1

=


2 −1 −1

3 −1 −2

−1 1 1

．

3.


1 2 0 1 0 0

2 1 −1 0 1 0

3 1 1 0 0 1

→


1 2 0 1 0 0

0 −3 −1 −2 1 0

0 −5 1 −3 0 1

→


1 2 0 1 0 0

0 −3 −1 −2 1 0

0 0 8
3

1
3 −5

3 1


→


1 2 0 1 0 0

0 −3 −1 −2 1 0

0 0 1 1
8 −5

8
3
8

→


1 2 0 1 0 0

0 −3 0 −15
8

3
8

3
8

0 0 1 1
8 −5

8
3
8

→


1 2 0 1 0 0

0 1 0 5
8 −1

8 −1
8

0 0 1 1
8 −5

8
3
8


→


1 0 0 −1

4
1
4

1
4

0 1 0 5
8 −1

8 −1
8

0 0 1 1
8 −5

8
3
8



所以


1 2 0

2 1 −1

3 1 1


−1

=


−1

4
1
4

1
4

5
8 −1

8 −1
8

1
8 −5

8
3
8


4. 这一题我们注意到原矩阵本质是一个反射：

1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1

 = 2
(
I4 − 2wwT)

其中 w =


1/2

1/2

1/2

1/2

, 因此


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


−1

=
1

2
(I4 − 2wwT) =

1

4


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


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练习 1.5.3. 设 A =


1 2 −1

3 a −2

5 −2 1

 不可逆，求 a．

证明: 我们对 A 矩阵作初等行变换（省略具体步骤）可得:


1 0 0

0 1 −1
2

0 0 1
2a− 2

 因此 A 不可逆，当

且仅当 a = 4.

练习 1.5.4. 设 A =


1

2 3

4 5 6

，解方程组 Ax = ei, i = 1, 2, 3，并求 A−1．

证明: Ax = e1 的解是


1

−2
3

−1
9

, Ax = e2 的解释


0
1
3

− 5
18

, Ax = e3 的解释


0

0
1
6

，所以

A−1 =


1 0 0

−2
3

1
3 0

−1
9 − 5

18
1
6



练习 1.5.5. 对
[
A In

]
做初等行变换，求下列矩阵的逆矩阵：

2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

−1 2

．1.


1 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

−1 2

．2.


0 1

0 1

1 0

1 0

．3.


1

1

. .
.

1

．4.


1 2

3 4

1 2

3 4

．5.


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

．6.


1 −a

1 −b
1 −c

1

．7.


1 a

1
. . .

. . . a

1


n×n

．8.

证明: 1. 我们忽略过程，A−1 =


4
5

3
5

2
5

1
5

3
5

6
5

4
5

2
5

2
5

4
5

6
5

3
5

1
5

2
5

3
5

4
5


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2.


1 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

−1 2


−1

=


4 3 2 1

3 3 2 1

2 2 2 1

1 1 1 1



3.


0 1

0 1

1 0

1 0


−1

=


0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0



4.


1

1

. .
.

1



−1

=


1

1

. .
.

1



5.


1 2

3 4

1 2

3 4


−1

=


−2 1
3
2 −1

2

−2 1
3
2 −1

2



6.


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3


−1

=


1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
4

1
2



7.


1 −a

1 −b
1 −c

1


−1

=


1 a ab abc

1 b bc

1 c

1


8. 要求这个矩阵的逆矩阵，逐次把每一行的 −a 加到上一行即可，

1 a

1
. . .

. . . a

1



−1

n×n

=


1 (−a) (−a)n−1

1
. . .

. . . −a
1


n×n

练习 1.5.6. 说明


4 −1 −1 −1

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

−1 −1 −1 4

 可逆，并计算其逆．

证明: 这是个对角占优矩阵，因此可以。要计算它的逆，最朴实的方法还是对
[
A In

]
做初
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等行变换，我们忽略。还可以利用 Sherman-Morrison 公式。


4 −1 −1 −1

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

−1 −1 −1 4

 = 5I4 +


1

1

1

1


[
−1 −1 −1 −1

]
, 所以


4 −1 −1 −1

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

−1 −1 −1 4


−1

=
1

5
I4 −

1

1− 4
5

1

5
I4


1

1

1

1


[
−1 −1 −1 −1

] 1
5
I4 =


2
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2
5



练习 1.5.7. 求 A =


a1

. . .

an−1

an

 的逆矩阵，其中 ai 6= 0．

证明: 
a1 1

. . .
. . .

an−1 1

an 1

→


an 1

a1 1

. . .
. . .

an−1 1



因此 A−1 =


a−1
n

a−1
1

. . .

a−1
n−1



练习 1.5.8. 求下列矩阵方程的解：


2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

X =


4 −1

2 1

1 0

．
证明: 我们只需要对 

2 2 3 4 −1

1 −1 0 2 1

−1 2 1 1 0


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作初等行变换把


2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

转化成 I3 即可，右侧的矩阵就是我们要解的 X. 我们省略过程，

X =


−7 −5

−9 −6

12 7



练习 1.5.9. 证明二阶方阵 A =

[
a11 a12

a21 a22

]
可逆当且仅当 d = a11a22 − a12a21 6= 0．此时，

A−1 =
1

d

[
a22 −a12

−a21 a11

]
.

证明: A 可逆当且仅当 Ax = 0 只有零解，由题 1.3.4 知当且仅当 d 6= 0. A 可逆时，验证 A−1

为题目中的形式是容易的：我们只需要做矩阵乘法即可。

练习 1.5.10. 证明：有一列元素（或一行元素）全为零的方阵不可逆．

证明: 设 A 的的第 i 列为零，则 ei 是齐次方程组 Ax = 0 的非零解，因此 A 不可逆。

若 A 的第 i 行为零，则 AT 的第 i 列为零，因此 AT 不可逆，所以 A 也不可逆。

练习 1.5.11. 证明：对角元素全非零的上三角矩阵 U 可逆，其逆矩阵 U−1 也是上三角矩阵，且

U−1 的对角元素是 U 的对角元素的倒数．

证明: 我们可以对 U 作倍加初等行变换和数乘初等行变换，把 U 转化成单位矩阵。过程如下：

先通过把最后一行的若干倍加往它上面的各行，可以把最后一列除了主元以外全变成零，再通

过把倒数第二行的若干倍加往它上面的各行，可以把倒数第二列除了主元以外全变成零，依次

类推，这样就把 U 变成对角矩阵，且对角线元素全非零。最后对每一行作数乘行变换即可

在这个过程中，每一个倍加变换都是对角线为 1 的上三角矩阵；对第 i 行作数乘变换是对

角矩阵，其第 i 个对角元是 U 第 i 个对角元倒数，其他对角元是 1. 利用题 1.4.13 的结论，即
可得到 U−1 是上三角矩阵，且它的对角元素是 U 的对角元素的倒数。

我们还可以利用分块矩阵和归纳法来证明这个命题，在此略过。

练习 1.5.12. 是否只有方阵才有可能可逆？设 A 是 m× n 矩阵．

1. 设 A =

[
1 2 3

4 5 6

]
，能否找到 B,C 使得 AB = I2, CA = I3？

2. 设 A =


1 2

2 4

3 6

，能否找到 B,C 使得 AB = I3, CA = I2？

3. 设 CA = In，证明 Ax = 0 只有零解．此时 m,n 之间有何种关系？

4. 设 AB = Im，证明 ATx = 0 只有零解．此时 m,n 之间有何种关系？
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5. 设 AB = Im, CA = In，证明 m = n 且 B = C；由此可知，可逆矩阵一定是方阵．

6. 如果 m 6= n，那么 Rm,Rn 之间是否存在线性双射？

证明: 我们先证明第 3,4 小题

3. Ax = 0, 则 x = CAx = C0 = 0, 因此 Ax = 0 只有零解。根据 Gauss 消元法，若方程
个数比未知数个数少，则齐次方程组一定要非零解，因此有 m ≥ n.

4. 若 AB = Im，则 BTAT = Im，由 3, ATx = 0 只有零解，此时 n ≥ m.

1. 设 A =

[
1 2 3

4 5 6

]
，令 B =


−5

3 −2
3

4
3

1
3

0 0

, 则有 AB = I2. 由第 3 小题知不存在 C 使得

CA = I3.

2. 都不存在。因为 Ax = 0 有非零解 x =

[
2

−1

]
, ATx = 0 有非零解 x =


1

−2

1

.

5. 首先由第 3,4 小题知 m ≥ n 且 n ≥ m, 因此 m = n. 此时 C = C(AB) = (CA)B = B.

3. 如果 m 6= n，则 Rm,Rn 不存在线性双射。设 m 6= n 且 f : Rm → Rn 是线性映射，再
由题 1.3.21 知：若 m > n, 则 f 不是单射，若 n > m 则 f 不是满射；总之 f 不是双

射。

练习 1.5.13. 如果 n 阶方阵 A,B 满足 AB = In，判断 A,B 是否可逆．

证明: A,B 可逆。我们需要证明 BA = In.
AB = In, 则 Bx = 0 只有零解，根据 Gauss 消元法，B 的行简化阶梯形矩阵为 In，因此

对任意的 b ∈ Rn, 增广矩阵 [B|b] 的秩等于系数矩阵 B 的秩，都等于 n, 因此 Bx = b 都有解。

令 ci 是 Bx = ei 的解 C =
[
c1 · · · cn

]
, 则有 BC = In, 此时 A = C.

练习 1.5.14. 设

A =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , B =


1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , C =


1 0 0

0 1 1

0 0 1

 , D =


2 0 0

0 1 0

0 0 1

 , P =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 .
1. 求上述矩阵对应的初等行、列变换．

2. 从行变换的角度看，是否一定有 AB = BA？如果否，AB −BA 从行变换的角度意味

着什么？

3. 从行变换的角度看，是否一定有 AC = CA？如果否，AC − CA 从行变换的角度意味

着什么？

4. 从行变换的角度看，是否一定有 BC = CB？如果否，BC −CB 从行变换的角度意味

着什么？

5. 从行变换的角度看，D 是否和 A,B,C 可交换？计算 DAD−1, DBD−1, DCD−1．

6. 从行变换的角度看，P 是否和 A,B,C 可交换？计算 PAP−1, PBP−1, PCP−1．
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7. 对三阶方阵 X，(AX)B 和 A(XB) 对 X 分别做了何种行、列变换？

8. 对任意矩阵 X，先做初等行变换，再做初等列变换，其结果是否等于先做该初等列变

换，再做该初等行变换？这对应着矩阵乘法的什么性质？

证明: 1. 一个矩阵的左边乘 A 即将它的第 2 行加到第 1 行；左边乘 B 即将它的第 3 行

加到第 1 行; 左边乘 C 即将它的第 3 行加到第 2 行; 左边乘 D 即将它的第 1 行乘以

2; 左边乘 P 将它的第 2 行移到第 1 行，第 3 行移到第 2 行，第 1 行移到第 3 行。

一个矩阵的右边乘 A 即将它的第 1 列加到第 2 列；右边乘 B 即将它的第 1 列加到第

3 列; 右边乘 C 即将它的第 2 列加到第 3 列; 右边乘 D 即将它的第 1 列乘以 2; 右边
乘 P 即将它的第 1 列移到第 2 列，第 2 列移到第 3 列，第 3 列移到第 1 列。

2. 一定有 AB = BA, 从行变换的角度看，结果都是把矩阵的第 2 行和第 3 行加到第 1

行.

3. AC 6= CA. AC 是将一个矩阵的第 3 行加到第 2 行，再将新矩阵的第 2 行加到第一

行，即将原矩阵的第 2、3 行同时加到第一行；类似的考虑，CA 仅仅是将原矩阵的第

2 行加到第 1 行，第 3 行加到第 2 行；因此 AC − CA 是将一个矩阵的第 2 行挪到第

一行，同时其他行全都变成 0 了。

4. BC = CB, 从行变换的角度看，结果都是把矩阵的第 3 行分别加到第 1 行和第 2 行.

5. D 和 A,B 不可交换，和 C 可交换。用 DAD−1 是将 A 的第一行乘以 2，第一列乘以

1/2，因此 DAD−1 =


1 2 0

0 1 0

0 0 1

, 同理 DBD−1 =


1 0 2

0 1 0

0 0 1

 , DCD−1 =


1 0 0

0 1 1

0 0 1

.

6. 都不可交换。PAP−1 是对 A 的行做了置换，再对列做置换，因此

PAP−1 =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

 , PBP−1 =


1 0 0

0 1 0

0 1 1

 , PCP−1 =


1 1 0

0 1 0

0 0 1


7. 对三阶方阵 X，(AX)B 先将 X 的第二行加到第一行，再将新矩阵的第一列加到第三

列；A(XB) 先将 X 的第一列加到第三列，再将新矩阵的第二行加到第一行。

8. 等于。这对应了矩阵乘法的结合律。

练习 1.5.15. 设矩阵 A 和 B 左相抵．求证：

1. 如果 A 的第一列全是零，则 B 的第一列全是零．

2. 如果 A 的所有列都相同，则 B 的所有列都相同．

3. 如果 A 的第一列是第二列与第三列的和，则 B 的第一列也是第二列与第三列的和．

4. 如果 A 的第一列和第二列不成比例，则 B 的第一列和第二列也不成比例．

证明: A 和 B 左相抵等价于说对 A 做初等行变换可以得到 B，也等价于存在可逆矩阵 P , 使得
B = PA.

1. A 的第一列全是零等价于说 Ae1 = 0, 因此 Be1 = PAe1 = 0
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2. A 的所有列都相同，等价于说，对任意 i, j 都有 Aei = Aej , 因此

Bei = PAei = PAej = Bej

即 B 的所有列都相同。

3. A的第一列是第二列与第三列的和，等价于说 Ae1 = Ae2+Ae3, 因此 Be1 = PAe1 =

P (Ae2 +Ae3) = Be2 +Be3, 即 B 的第一列也是第二列与第三列的和．

4. A 的第一列和第二列不成比例，等价于说对任意不全为零的 λ, µ, λAe1 6= µAe2, 由于
P 可逆，则对任意不全为零的 λ, µ, λPAe1 6= µPAe2，所以 B 的第一列和第二列也不

成比例。

练习 1.5.16. 设有 M1,M2,M3 三个城市，城市之间有人口迁移．定义矩阵 A，其 (i, j) 元 aij

为人在一年中从 Aj 迁移到 Ai 的概率．注意，A 的每个元素都在 0, 1 之间，且 A 的每一列的

元素之和都是 1．

1. 设今年城市 M1,M2,M3 的人口分别是 x1, x2, x3，证明明年它们的预期人口分别是

A


x1

x2

x3

 的三个分量．
2. 人口迁移满足什么条件时，A 为列对角占优矩阵（行对角占优矩阵的转置）？人口迁移

满足什么条件时，A 为行对角占优矩阵？考虑现实生活中的情形，讨论这些假设是否

合理．

3. 如果把矩阵对角占优定义中的大于号换成大于等于号，则称该矩阵为弱对角占优矩阵．

证明 A =



2

3

1

3

1

3

0
1

3
0

1

3

1

3

2

3


弱对角占优，且可逆，并求其逆矩阵．

4. 对任意 n 阶方阵，设它有 n− 1 行都是对角占优，仅有 1 行弱对角占优，该矩阵可逆

吗？

证明: 1. 设明年城市 M1,M2,M3 的预期人口分别是 y1, y2, y3. 则 yj 等于 Mj 不迁移的

人口加上其他两个城市迁移进来的人口。因此 yj = aj1x1 + aj2x2 + aj3x3, 写成矩阵形
式，即 

y1

y2

y3

 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



x1

x2

x3


2. 列对角占优即 a11 > a21 + a31, a22 > a12 + a13, a33 > a13 + a23; 行对角占优即 a11 >

a12 + a13, a22 > a21 + a23, a33 > a31 + a32. 考虑实际意义，列对角占优意味着每个城市
不迁移的比例比其他城市往这个城市迁移的比例要大，行对角占优意味着每个城市不

迁移的比例比它往外迁移的比例要大。这两个假设都是合理的。
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3. A 弱对角占优是明显的，要证明它可逆并求逆矩阵，只需要用 Gauss-Jordan 消去，我

们略过。逆矩阵为


2 −1 −1

0 1 0

−1 −1 2


4. 这样的若对角占优矩阵未必可逆。例如：我们取一个 n 阶严格对角占优矩阵，然后把

它的最后一行替换成 0，得到矩阵 A. 那么显然 A 的前 n − 1 行严格对角占优，最后

一行弱对角占优，所以符合题意。但是显然 A 不可逆。

练习 1.5.17. 设 A 是 n 阶方阵．

1. 对任意两个多项式 p(x), q(x)，是否一定有 p(A)q(A) = q(A)p(A)？

2. 证明所有形如


a b c

a b

a

 的矩阵全都彼此交换．
3. 设 f(x) = p(x) + q(x), g(x) = p(x)q(x)，证明：f(A) = p(A) + q(A), g(A) = p(A)q(A)．

4. 求 A 使得 A+ In, A− In 均不为零矩阵，但是 A2 − In = 0．

5. 设 A2 − In = 0，证明：任意 n 维向量 v 都存在分解式 v = x+ y，其中 x,y 满足

(A− In)x = (A+ In)y = 0.

6. 设 A3 = 0，证明 A+ In 与 A− In 都可逆，并求 p(x), q(x) 使得 p(A), q(A) 分别为其

逆．

证明: 1. 一定相等。在承认第 3 小题的前提下（第 3 小题将独立证明，因此没有逻辑上
的问题），我们利用分配律，只需要考虑 p = axm, q = bxn 是单项式的情形，即只需证

明 (aAm)(bAn) = (bAn)(aAm)。这是显然的。

2. 令 J3 =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

, 如题形式的矩阵为 cJ2
3 + bJ3 + cIn, 他们都是某个多项式在 J3 上

的取值，因此彼此交换。

3. 通过补一些系数是 0 的项，我们可以假设 p(x) = a0 + a1x + · · · + amx
m, q(x) =

b0+b1x+ · · ·+bmxm,则 f(x) =
∑m

i=0(ai+bi)x
i. 此时 f(A) =

∑m
i=0(ai+bi)A

i, p(A) =∑m
i=0 aiA

i, q(A) =
∑m

i=0 biA
i,因此由矩阵加法的交换律，直接就有 f(A) = p(A)+q(A).

g(x) =
∑2m

i=0

(∑
j ajbi−j

)
xi (若 i < j, 则 bi−j = 0). 因此

p(A)q(A) =

(
m∑
i=0

aiA
i

)(
m∑
i=0

biA
i

)
=

2m∑
i=0

∑
j

ajbi−j

Ai = g(A).

4. A 一定共轭于形如 diag(1, · · · , 1,−1, · · · ,−1) 的矩阵。在学习了相似对角化以后再给

完整的证明。

5. 若存在满足题意的分解式，则 Ax = x, Ay = −y, 因此 Av = Ax+Ay = x− y, 所以
x =

v +Av

2
,y =

v −Av

2
. 事实上，我们令 x =

v +Av

2
,y =

v −Av

2
就满足题目中

的条件。
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6. A3 = 0, 则

In = A3 + In = (A+ In)(A
2 −A+ In), In = In −A3 = (In −A)(A2 +A+ In)

因此 (A + In)
−1 = A2 − A + In, (In − A)−1 = A2 + A + In, 因此我们令 p(x) =

x2 − x+ 1, q(x) = x2 + x+ 1.

练习 1.5.18. 证明，如果 n 阶方阵 A 满足 A2 = A，则 In − 2A 可逆．

证明: 我们只需证明齐次方程组 (In−2A)x = 0没有非零解。假设 (In−2A)x = 0，则 x = 2Ax,
Ax = 2A2x = 2Ax, 所以 Ax = 0, x = 0.

练习 1.5.19. 如果一个 n 阶方阵从 (1, n) 元到 (n, 1) 元的对角线下的所有元素均为零，则称为

西北矩阵．类似地，可以定义东南矩阵．如果 B 是西北矩阵，那么 BT, B2, B−1 是什么矩阵？

西北矩阵和东南矩阵的乘积是什么矩阵？

证明: 令 P =


1

. .
.

1

, 矩阵 X 是西北矩阵，当且仅当 PX 是下三角矩阵，当且仅当 XP

是上三角矩阵。矩阵 X 是东南矩阵，当且仅当 PX 是上三角矩阵，当且仅当 XP 是下三角矩

阵。我们需要注意到，P = P T = P−1. 设 A = PB.
若 B 是西北矩阵，则 A 是下三角矩阵，因此 AT 是上三角矩阵，而 BTP = AT, 因此 BT

也是西北矩阵。B2 的形状不确定，我们举简单的例子就可以发现这一点，例如 B =

[
a b

c 0

]
其

中 a, b, c ∈ {1,−1, 0}. B−1P = A−1, 而 A−1 是下三角矩阵，因此 B−1 是东南矩阵。

若 C 是东南矩阵，则 BC = BP 2C = (BP )(PC); 此时，BP,PC 都是上三角矩阵，因此
BC 是上三角矩阵。

练习 1.5.20.

1. 求一对可逆矩阵 A,B，使得 A+B 不可逆．

2. 求一组不可逆矩阵 A,B，使得 A+B 可逆．

3. 求一个三阶不可逆矩阵 A，使得对任意 k > 0，A+ kI3 都对角占优．

1. 例如 A = In, B = −In.

2. 例如 A =

[
1 0

0 0

]
, B =

[
0 0

0 1

]
，使得 A+B 可逆．

3. 例如 A 是零矩阵。

练习 1.5.21. 求所有三阶矩阵 A，满足 A2 = I3，且 A 的每个元素只能是 0 或 1．
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证明: 我们用最朴实的方法：死算。设 A =


x y z

u v w

r s t

, 则

A2 =


x2 + yu+ zr xy + yv + zs xz + yw + zt

ux+ vu+ wr uy + v2 + ws uz + vw + wt

rx+ su+ rt ry + sv + ts rz + ws+ t2


因为所有元素只能是 0,1, 所以 A2 的非对角元中出现的所有单项都等于 0, A2 的每一个对角元

中只有一个单项是 1. 我们分类讨论。

• x = 1, 则考虑 A2 的第一行和第一列元素，既有 y = z = u = r = 0. 因此 v2 + ws =

ws + t2 = 1, vw = wt = sv = ts = 0. 若 v = 1, 则 t = 1, w = s = 0. 若 v = 0, 则

w = s = 1, t = 0. 此时一共有两种可能


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

1 0 0

0 0 1

0 1 0

。
• x = 0, 则 yu + zr = 1. 若 yu = 1, 则 y = u = 1, 考虑 A2 非对角元的所有单项，

则 r = v = w = s = z = 0, 因此 t = 1; 若 zr = 1, 则 z = r = 1. 考虑 A2 非

对角元的所有单项，则 y = s = t = w = u = 0, 因此 v = 1. 此时一共有两种可能
0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

0 0 1

0 1 0

1 0 0

。

练习 1.5.22. 设 A =


1 2 3

2 4 5

3 5 6

 是对称矩阵，通过 “对称化简” 求其逆矩阵：

1. 将 A 的第一行的 2 倍从第二行中减去，第一行的 3 倍从第三行中减去．这对应哪个

可逆矩阵 E1？ET
1 对应的列变换是什么？计算 E1A 和 A1 = E1AE

T
1．

2. 将 A1 的第二行与第三行调换．这对应哪个初等矩阵 E2？ET
2 对应的列变换是什么？计

算 E2A1 和 A2 = E2A1E
T
2．

3. 将 A2 的第二行的
1

3
倍从第三行中减去．这对应哪个初等矩阵 E3？ET

3 对应的列变换

是什么？计算 E3A2 和 A3 = E3A2E
T
3．

4. 综上，A3 = E3E2E1AE
T
1 E

T
2 E

T
3，由此求 A 的逆．

证明: 1. E1 =


1 0 0

−2 1 0

−3 0 1

ET
1 对应的列变换是将 A 的第一列的 2 倍从第二列中减去，

第一列的 3 倍从第三列中减去．

E1A =


1 2 3

0 0 −1

0 −1 −3

 , A1 = E1AE
T
1 =


1 0 0

0 0 −1

0 −1 −3

 .

66



2. E2 =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ET
2 对应的列变换是交换第二列和第三列。

E2A1 =


1 0 0

0 −1 −3

0 0 −1

 , A2 = E2A1E
T
2 =


1 0 0

0 −3 −1

0 −1 0

 �

3. E3 =


1 0 0

0 1 0

0 −1
3 1

; ET
3 对应的列变换是将 A2 的第二列的

1

3
倍从第三列中减去．

E3A2 =


1 0 0

0 −3 −1

0 0 1
3

 , A3 = E3A2E
T
3 =


1 0 0

0 −3 0

0 0 1
3


4. 综上，A3 = E3E2E1AE

T
1 E

T
2 E

T
3，

A−1 = E−1
1 E−1

2 E−1
3 A3(E

T
3 )

−1(ET
2 )

−1(ET
1 )

−1 =


1 −3 2

−3 −2 −1

2 −1 0



练习 1.5.23. 求证：可逆对称矩阵的逆矩阵也是对称矩阵；可逆反对称矩阵的逆矩阵也是反对
称矩阵．

证明:

(A−1)T = (AT )−1 =

{
A−1 A 对称

−A−1 A 反对称

故命题得证。

练习 1.5.24. 给定 n 阶实反对称矩阵 A，求证：In −A 可逆．

证明: 我们只需证明：齐次方程组 (In −A)x = 0 只有零解。设 (In −A)x = 0, 则 Ax = x.

xTx = (Ax)Tx = xTATx = xT(−A)x = −xTAx = −xTx,

因此 x = 0.

1.6 分 块 矩 阵

练习 1.6.1. 设 A 的行简化阶梯形矩阵为 R，行变换对应的可逆矩阵是 P．

1. 求
[
A 2A

]
的行简化阶梯形矩阵，以及行变换对应的可逆矩阵．
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2. 求

[
A

2A

]
的行简化阶梯形矩阵，以及行变换对应的可逆矩阵．

证明: 1.
[
A 2A

]
的行简化阶梯形矩阵是

[
R 2R

]
，行变换对应的可逆矩阵是 P．

2.
[
A

2A

]
的行简化阶梯形矩阵是

[
R

0

]
，行变换对应的可逆矩阵是

[
P 0

−2P P

]
．

练习 1.6.2. 求下列矩阵的逆矩阵：

1 1 0 0 0

2 1 0 0 0

0 0 2 2 3

0 0 1 −1 0

0 0 −1 2 1


．1.


1 0 1 0

1 0 2 0

0 1 0 1

0 0 0 1

．2.

证明: 1.
[
1 1

2 1

]−1

=

[
−1 1

2 −1

]
,


2 2 3

1 −1 0

−1 2 1


−1

=


1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4

, 所以



1 1 0 0 0

2 1 0 0 0

0 0 2 2 3

0 0 1 −1 0

0 0 −1 2 1



−1

=



−1 1 0 0 0

2 −1 0 0 0

0 0 1 −4 −3

0 0 1 −5 −3

0 0 −1 6 4



2. 令原矩阵为 A, P =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

, 则 AP =


1 1 0 0

1 2 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

. 因为

[
1 1

1 2

]−1

=

[
2 −1

−1 1

]
,

[
1 1

0 1

]−1

=

[
1 −1

0 1

]
,

所以

A−1 = P


2 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

 =


2 −1 0 0

0 0 1 −1

−1 1 0 0

0 0 0 1



练习 1.6.3. 计算下列分块矩阵：[
In 0
A Im

]−1

．1.
[

0 Im

In A

]−1

．2.
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证明: 1. [
In 0
A Im

][
In 0
−A Im

]
=

[
In 0
0 Im

]
所以 [

In 0
A Im

]−1

=

[
In 0
−A Im

]
2. [

0 Im

In A

][
−A In

Im 0

]
=

[
Im 0
0 In

]
所以 [

0 Im

In A

]−1

=

[
−A In

Im 0

]

练习 1.6.4. 设分块矩阵 X =

[
0 A

B 0

]
，其中 A,B 可逆．试证 X 可逆，并求其逆．

证明: 令 Y =

[
0 B−1

A−1 0

]
, 则 XY = Y X = Im+n, 因此 X−1 = Y .

练习 1.6.5. 设分块矩阵 U =

[
A C

0 B

]
，其中 A,B 可逆．试证 U 可逆，并求其逆．

证明: 根据上三角矩阵的性质，我们可以猜测分块上三角矩阵 U 的逆矩阵形如 V =

[
A−1 X

0 B−1

]
。

我们利用 UV = Im+n 来解 X:

UV =

[
In AX + CB−1

0 Im

]

于是 X = −A−1CB−1. 所以 U 可逆，且 U−1 =

[
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

]

练习 1.6.6. 设 A1, A2 分别为 m,n阶方阵，且存在可逆方阵 T1, T2，使得 T−1
1 A1T1 和 T−1

2 A2T2

都是对角矩阵．求证：存在 m+ n 阶可逆矩阵 T，使得 T−1

[
A1 0
0 A2

]
T 是对角矩阵．

证明: 令 T =

[
T1 0

0 T2

]
, 则 T−1 =

[
T−1
1 0

0 T−1
2

]
, 那么

T−1

[
A1 0

0 A2

]
T =

[
T−1
1 AT1 0

0 T−1
2 A2T2

]

是对角矩阵。
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练习 1.6.7.

1. 任取 m× n 矩阵 X，分块矩阵

[
A B

C D

]
，计算

[
Im 0
X In

][
A B

C D

]
．

2. 由此判断



1 c1

1 c2
. . .

...

1 cn−1

b1 b2 · · · bn−1 a


何时可逆，并在可逆时求其逆．

证明: 1.
[
Im 0
X In

][
A B

C D

]
=

[
A B

XA+ C XB +D

]
．

2. 令 A = In−1, C =


c1
...

cn−1

 , B =
[
b1 · · · bn−1

]
, D = [a], X = −B 则

[
In−1 0
X 1

][
A C

B D

]
=

[
A C

XA+B XC +D

]
.

因为 XA+B = 0, 因此矩阵可逆，当且仅当 XC +D = a−
∑n−1

i=1 bici 6= 0, 且

[
A C

B D

]−1 [
In−1 0

−X 1

]
=

[
A C

0 a−
∑n−1

i=1 bici

]−1

=

In−1 −
(
a−

∑n−1
i=1 bici

)−1
C

0
(
a−

∑n−1
i=1 bici

)−1


所以

[
A C

B D

]−1

=



1 + c1b1
a−

∑n−1
i=1 bici

c1b1
a−

∑n−1
i=1 bici

− c1
a−

∑n−1
i=1 bici

c2b1
a−

∑n−1
i=1 bici

1 + c2b2
a−

∑n−1
i=1 bici

− c1
a−

∑n−1
i=1 bici

. . .
...

1 + cn−1bn−1

a−
∑n−1

i=1 bici
− cn−1

a−
∑n−1

i=1 bici

− b1
a−

∑n−1
i=1 bici

− b2
a−

∑n−1
i=1 bici

· · · − bn−1

a−
∑n−1

i=1 bici

(
a−

∑n−1
i=1 bici

)−1



练习 1.6.8. 利用 Sherman-Morrison 公式判断下列矩阵何时可逆，并在可逆时求其逆．

a1 + 1 1 1 · · · 1

1 a2 + 1 1 · · · 1

1 1 a3 + 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 1

1 1 · · · 1 an + 1


.
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证明: 

a1 + 1 1 1 · · · 1

1 a2 + 1 1 · · · 1

1 1 a3 + 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 1

1 1 · · · 1 an + 1


=


a1

a2
. . .

an

+


1
...

1

[1 · · · 1
]

若


a1

a2
. . .

an

 不可逆，则存在 ai = 0, 那么我们对原矩阵作初等行变换：用其他行减去

第 i 行，就得到 

a1 0 0 · · · 0

0 a2 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

1 1 · · · 1
...

...
. . .

. . .

· · · · · · an


这个矩阵第 i 行全是 1, 第 j( 6= i) 对角线元素是 aj , 其它元素都是 0. 因此原矩阵可逆当且仅当
对任意 j 6= i, aj 6= 0.

若


a1

a2
. . .

an

 可逆，即 a1a2 · · · an 6= 0, 则由 Sherman-Morrison 公式，原矩阵可

逆当且仅当

1 +
[
1 · · · 1

]

a1

a2
. . .

an



−1 
1
...

1

 = 1 + a−1
1 + · · ·+ a−1

n 6= 0,

并且原矩阵的逆为
a1

a2
. . .

an



−1

+
1

1 + a−1
1 + · · ·+ a−1

n


a1

a2
. . .

an



−1 
1
...

1

[1 · · · 1
]

a1

a2
. . .

an



−1
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即 
a−1
1

a−1
2

. . .

a−1
n



−1

+
1

1 + a−1
1 + · · ·+ a−1

n


a−1
1
...

a−1
n

[a−1
1 · · · a−1

n

]
.

练习 1.6.9.

1. 求一个矩阵 A 使得

[
0 A

A 0

]
为反对称矩阵．

2. 求一个 5 阶置换矩阵 P，满足 P 5 6= I5, P
6 = I5．

3. 求一个对称矩阵 A，使得不存在 B，满足 A = BBT．

证明: 1.
[

0 A

A 0

]T
=

[
0 AT

AT 0

]
, 因此只需使得 A = −AT, 即 A 是反对称矩阵即可。例

如 A =

[
0 1

−1 0

]

2. 令 P =



0 1

1 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0


, P 5 =



0 1

1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0


, 但是 P 6 = I5．

3. 最简单的可以是 A = [−1]. 再复杂一些可以是 A =

[
−1 0

0 −1

]
. 我们用反证法证明不

存在 B，满足 A = BBT；若存在，则一方面 eT
1Ae1 = −1 < 0, 另一方面 eT

1Ae1 =

(BTe1)T · (BTe1) ≥ 0, 矛盾．

练习 1.6.10. 给定 m× n, n×m 矩阵 A,B，求证：Im +AB 可逆当且仅当 In +BA 可逆．

证明: 考虑分块矩阵
[
Im −A
B In

]
,我们对它做初等行变换，把左下角消掉，得到

[
Im −A
0 In +BA

]
;

我们对它作初等行变换，把右上角消掉，得到

[
Im +AB 0

B In

]
. 因此

Im +AB 可逆 ⇔

[
Im +AB 0

B In

]
可逆 ⇔

[
Im −A
B In

]
可逆

同时

In +BA 可逆 ⇔

[
Im −A
0 In +BA

]
可逆 ⇔

[
Im −A
B In

]
可逆
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这样的构造性证明看起来花里胡哨，而且有点“灵机一动”。事实上，我们有不那么花哨的

证明。

证明: 由对称性，我们不妨只证明: 若 Im +AB 可逆则 In +BA 可逆．我们只需要证明齐次方

程组 (In +BA)x = 0 没有非零解。若 x 是 (In +BA)x = 0 的解，我们考虑 y = Ax, 则

(Im +AB)y = Ax+ABAx = A(In +BA)x = 0

而已知 Im +AB 可逆，所以 y = 0, 即 Ax = 0. 于是 x = −BAx = 0

练习 1.6.11. 设实分块方阵 X =

[
A C

0 B

]
，其中 A 是方阵．如果 X 与 XT 可交换，求证：

C = 0．

证明: XT =

[
AT 0

CT BT

]
. X 和 XT 可交换，所以 XXT = XTX, 即

[
AAT + CCT CBT

BCT BBT

]
=

[
ATA ATC

CTA BTB

]

因为 trace(XXT) = trace(XTX), 因此 trace(AAT + CCT) + trace(BBT) = trace(ATA) +

trace(BTB), 因此 trace(CCT ) = 0. 记 C = [cij ]m×n, 则 CCT 的第 i 个对角元等于
∑n

j=1 c
2
ij ,

于是 trace(CCT) =
∑m

i=1

∑n
j=1 c

2
ij , 所以 cij = 0, ∀i, j.

练习 1.6.12. 设分块对角矩阵 J =


J1

J2

J3

，其中 J1 =

[
2 1

2

]
, J2 =


2 1

2 1

2

 , J3 =

[
1 1

1

]
．试找出一个五次多项式 f(x)，使得 f(J) = 0．

证明: 我们考虑到 (J1 − 2I2)
2 = 0, (J2 − 2I3)

3 = 0, (J3 − I2)
2 = 0, 所以我们可以令 f(x) =

(x− 2)3(x− 1)2.

练习 1.6.13. 构造 2n 阶实方阵 A，满足 A2 = −I2n．

可以从 n = 1 的时候尝试。

证明: 我们可以令 A =

[
0 In

−In 0

]

练习 1.6.14. 设 A,B 为两个左相抵的行简化阶梯形矩阵．

1. 证明：Ax = 0 与 Bx = 0 同解．

2. 证明：如果 A 的最后一列不是主列，则存在 x 使得 A

[
x

1

]
= 0．

3. 证明：如果 A 最后一列是主列，则对任意 x，A

[
x

1

]
6= 0．

4. 设 A,B 除了最后一列之外，其他列均相等，且 A 的最后一列不是主列，证明 A = B．
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5. 设 A,B 除了最后一列之外，其他列均相等，且 A 的最后一列是主列，证明 A = B．

6. 用数学归纳法证明，左相抵的行简化阶梯形矩阵必然相等．由此证明，一个矩阵 A 的

行简化阶梯形矩阵唯一．

证明: A,B 为左相抵，则存在可逆矩阵 P , 使得 B = PA.

1. 若 Ax = 0，则 PAx = 0, 即 Bx = 0。若 Bx = 0，则 P−1Bx = 0, 即 Ax = 0. 所以
Ax = 0 与 Bx = 0 同解．

2. 我们把 A 写成分块矩阵
[
A1 a

]
. A 的最后一列不是主列，根据定理 1.3.8，方程组

A1x = −a 有解，记为 x0; 此时 A

[
x0

1

]
= A1x0 + a = 0, 因此方程组 A

[
x

1

]
= 0 有

解。

3. 如果 A 最后一列是主列，假设最后一个主列在第 i 行，那么第 i 行除了最后一个元素

以外全等于零，于是 A

[
x

1

]
= 0 的第 i 个方程为 1 = 0, 从而该方程组无解，因此对任

意 x, A
[
x

1

]
6= 0．

4. 记 A =
[
A1 a

]
, B =

[
B1 b

]
. 由题意，A1 = B1. 由于 A 的最后一列不是主列，因

此存在 x，使得 A

[
x

1

]
= 0; 那么由第 1 小题，我们知

[
x

1

]
也是方程组 By = 0 的解，

因此 B

[
x

1

]
= 0. 展开就有 b = −B1x = −A1x = a, 所以 A = B．

5. 记号同第 4 小题。我们只需证明 B 的最后一列也是主列。因为 A1 = B1 本身也是行

简化阶梯形矩阵，设非零行个数为 r. 当 A,B 的最后一行都是主列时，这个主列必须

都等于 er+1, 因此相等。由第 3 小题，对任意 x，A

[
x

1

]
6= 0．由于 P 可逆，对任意

x，PA

[
x

1

]
6= 0, 即对任意 x，B

[
x

1

]
6= 0. 由第 2 小题知，B 的最后一列是主列。

6. 我们对矩阵的列数做归纳。若行简化阶梯形矩阵只有一列，那么要么它是零矩阵，那么

等予以


1

0
...

0

. 假设命题对有 n列的行简化阶梯型矩阵成立，现在假设A =
[
A1 a

]
, B =

[
B1 b

]
为两个左相抵的有 n+1 列的行简化阶梯形矩阵。那么 A1, B1 都是有 n 列的

行简化阶梯形矩阵。由于 B = PA =
[
PA1 Pa

]
, 我们有 B1 = PA1，即 A1, B1 左相

抵，由归纳假设 A1 = B1. 进一步地，再由第 4、第 5 小题知 A = B. 由此完成了归纳。
现在考虑 A 的两个行简化阶梯形矩阵 R1, R2, 那么他们都跟 A 左相抵，因此 R1, R2

也左相抵，从而 R1 = R2, 这就证明了 A 的行简化阶梯形矩阵唯一。

练习 1.6.15 (置换的不动点). 设 P 是置换矩阵．如果 P 对应的行变换保持第 i 行不变，则称

i 为 P 的不动点．
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1. 证明 i 是 P 的不动点当且仅当 P 的第 i 个对角元为 1．

2. 证明 P 的不动点个数等于 trace(P )．

3. 对任意置换矩阵 P1, P2，证明 P1P2 和 P2P1 的不动点个数相等．

证明: 1. 若 i 是 P 的不动点，则 Pei = ei. 而 P 的第 i 个对角元为 eT
i Pei = 1。反之 P

的第 i 个对角元为 1，因为 P 是置换矩阵，它的第 i 行、第 i 列其他元素均为 0。对任

意列向量 x =


...

xi
...

 , Px 的第 i 个分量是 P 的第 i 行和 x 的乘积，因此 Px =


...

xi
...

，
从而对任意矩阵，左乘 P 都保持第 i 行不变，因此 i 是 P 的不动点。

2. 由于 P 的每个元素要么是 0, 要么是 1, 所以 P 的不动点个数等于对角元上 1 的个数；

而其他对角元都是 0, 因此不动点个数等于 trace(P )．

3. 对任意置换矩阵 P1, P2，P1P2 和 P2P1 也都是置换矩阵，因此它们的不动点个数等于

它们各自的迹；而 trace(P1P2) = trace(P2P1), 因此它们不动点个数相等。

练习 1.6.16. 考虑 Rn 上的变换 f(x) = Ax+ b，具有该形式的变换称为仿射变换 仿射变换通

常不是线性变换．

1. 证明

[
A b

0 1

][
x

1

]
=

[
f(x)

1

]
．

2. 对仿射变换 f(x) = Ax + b, 记 Mf :=

[
A b

0 1

]
．证明对任意仿射变换 f(x), g(x),

MfMg =Mf◦g．

3. 证明当仿射变换 f 可逆时，矩阵 Mf 可逆，且 Mf−1 = (Mf )
−1．

证明: 1. 由分块矩阵的乘法[
A b

0 1

][
x

1

]
=

[
Ax+ b

1

]
=

[
f(x)

1

]
.

2. 设 g(x) = Bx+b′,那么 (f ◦g)(x) = f(Bx+b′) = A(Bx+b′)+b = ABx+(Ab′+b),

因此 Mf◦g =

[
AB Ab′ + b

0 1

]
, 而

MfMg =

[
A b

0 1

][
B b′

0 1

]
=

[
AB Ab′ + b

0 1

]
=Mf◦g.

练习 1.6.17. 图 1.41.4中有四个弹簧振子．弹簧的初始长度分别为 l1, l2, l3, l4，振子在稳态的最终

长度为 l1 + x1, l2 + x2, l3 + x3, l4 + x4．
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k1

m1

k2

m2

k3

m3

k4

m4

k1

m1

k2

m2

k5

k3

m3

k4

m4

k6

m5

图 1.4

1. 找到矩阵 A 使得 A


x1

x2

x3

x4

 = g


m1

m2

m3

m4

．此时 A 的分块结构有什么特点？你能否从系统

中看出原因？

2. 图 1.41.4中振子 m2,m4 下面，由劲度系数分别为 k5, k6 的弹簧挂住了一个质量为 m5 的

振子．找到矩阵 A 使得 A



x1

x2

x3

x4

x5


= g



m1

m2

m3

m4

m5


．此时 A 的分块结构是否还有之前的特点？

为什么？

证明: 1. 根据胡克定律，k1x1 = g(m1+m2), k2x2 = gm2, k3x3 = g(m3+m4), k4x4 = gm4,
因此 

k1 −k2 0 0

0 k2 0 0

0 0 k3 −k4
0 0 0 k4




x1

x2

x3

x4

 = g


m1

m2

m3

m4

 .

因此 A =


k1 −k2 0 0

0 k2 0 0

0 0 k3 −k4
0 0 0 k4

, 它是分块上三角的。

2. 根据胡克定律，k5x5 + k6x6 = gm5, k2x2 = gm2 + k5x5, k1x1 = gm1 + k2x2, k4x4 =

gm4 + k6x6, k3x3 = gm3 + k4x4, 以及 x1 + x2 + x5 = x3 + x4 + x6, 消去 x6 并整理一
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下有 

k1x1 −k2x2 = gm1

k2x2 −k5x5 = gm2

k3x3 −k4x4 = gm3

−k6x1 −k6x2 +k6x3 +(k6 + k4)x4 −k6x5 = gm4

k6x1 +k6x2 −k3x3 −k4x4 +(k5 + k6)x5 = gm5

因此

A =



k1 −k2 0 0 0

0 k2 0 0 −k5
0 0 k3 −k4 0

−k6 −k6 k6 k6 + k4 −k6
k6 k6 −k3 −k4 k5 + k6


A 不再是分块上三角矩阵，因为两侧的弹簧并联了。

练习 1.6.18. 考虑一个元素皆为复数的矩阵．将每个元素分成实部和虚部，不难发现对任意复
数矩阵，都存在实数矩阵 A,B，使得该复数矩阵为 A+ iB，其中 i 是虚数单位．同理，任意复
数向量，都存在实数向量 v,w，使得该复数向量为 v+ iw．下面用 Re(A),Re(v), Im(A), Im(v)

来表达复矩阵 A 和复向量 v 的实部和虚部．

1. 用实数矩阵和向量 A,B,v,w 来表达 (A+ iB)(v + iw) 的实部和虚部；

2. 对任意实数矩阵 A,B，求矩阵 X，使得 X

[
Re(v + iw)

Im(v + iw)

]
=

[
Re ((A+ iB)(v + iw))

Im ((A+ iB)(v + iw))

]
对任意实数向量 v,w 都成立．

3. 考虑映射 f(a+ ib) =
[
a −b
b a

]
．验证 f ((a+ ib)(c+ id)) = f(a+ ib)f(c+ id)．

证明: 1. (A+ iB)(v + iw) = (Av −Bw) + i(Aw +Bv), 所以

Re((A+ iB)(v + iw)) = Av −Bw, Im((A+ iB)(v + iw)) = Aw +Av

2. 由题意，我们需要求矩阵 X 满足 X

[
v

w

]
=

[
Av −Bw

Aa+Bv

]
=

[
A −B
B A

]
. 由于它对任意

v,w 都成立，因此 X =

[
A −B
B A

]
.

3. (a+ib)(c+id) = (ac−bd)+i(bc+ad),因此 f ((a+ ib)(c+ id)) =
[
ac− bd −(bc+ ad)

bc+ ad ac− bd

]
,

而

f(a+ ib)f(c+ id) =
[
a −b
b a

][
c −d
d c

]
=

[
ac− bd −ad− bc

bc+ ad −bd+ ac

]
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练习 1.6.19 (错位分块对角矩阵). 定义

[
a11 a12

a21 a22

]
4

[
b11 b12

b21 b22

]
=


a11 0 a12 0

0 b11 0 b12

a21 0 a22 0

0 b21 0 b22

 .

1. 证明 (A14B1)(A24B2) = (A1A2)4(B1B2)．

2. 证明 A4B 可逆当且仅当 A,B 都可逆；此时有 (A4B)−1 = A−14B−1．

3. 求 X，使得对任意二阶方阵 A,B，都有 X(A4B)X−1 =

[
A 0
0 B

]
．

证明: 令 P =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 则 A4B = P

[
A 0

0 B

]
P

1.

(A14B1)(A24B2) = P

[
A1 0

0 B1

]
PP

[
A2 0

0 B2

]
P

= P

[
A1A2 0

0 B1B2

]
P

= (A1A2)4(B1B2).

2. 证明 A4B 可逆，即 P

[
A 0

0 B

]
P 可逆，当且仅当 A,B 都可逆；此时

(A4B)−1 = P

[
A 0

0 B

]−1

P = P

[
A−1 0

0 B−1

]
P =

(
A−1

)
4
(
B−1

)
.

3. 显然我们已经知道了，我们可以取 X = P .

1.7 LU 分 解

练习 1.7.1. 求下列矩阵的 LU 分解，其中 L 为单位下三角矩阵：
1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2

．1.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 4

．2.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 5

．3.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 6

．4.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 4

1 2 3 4

．5.


1 5 5 5

1 2 6 6

1 2 3 7

1 2 3 4

．6.
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注意观察，哪些 0 保留在了 L 中或者 U 中．

这类问题的做法是：对
[
A In

]
做初等行变换，使得 A 变成上三角矩阵，那么整个矩阵就

变成了
[
U L

]
的形式，但是我们要注意，A 的 LU 分解并不是 A = LU , 而是 A = L−1U . 下

面我们只写答案。

证明: 1.


1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2

 =


1 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1




1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

．

2.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 4

 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

．

3.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 5

 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 2

．

4.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 6

 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 3

．

5.


1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 4

1 2 3 4

 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 2

0 0 0 0

．

6.


1 5 5 5

1 2 6 6

1 2 3 7

1 2 3 4

 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1




1 5 5 5

0 −3 1 1

0 0 −3 1

0 0 0 −3

．

练习 1.7.2. 利用行变换解下列线性方程组：

1.


1 5 5 5

1 2 6 6

1 2 3 7

1 2 3 4

x =


34

28

23

20

．
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2.


1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

y =


34

28

23

20

．

3. *


1 5 5 5

0 −3 1 1

0 0 −3 1

0 0 0 −3

x = y，这里的 y 是上一问的解．

我们稍微观察一下，就知道这一题是和上一题连贯的；而且如果记住计算过程的话，我们

就知道 
1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1


−1

=


1 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1


证明: 2. 第四行减第三行，第三行减第二行，第二行减第一行，很容易就得到

y =


34

AAT + CCT − 6

−5

−3


3. 我们对增广矩阵作初等行变换

1 5 5 5 34

0 −3 1 1 −6

0 0 −3 1 −5

0 0 0 −3 −3

 //


1 5 5 0 29

0 −3 1 0 −7

0 0 −3 0 −6

0 0 0 1 1

 //


1 5 0 0 19

0 −3 0 0 −9

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1



//


1 0 0 0 4

0 1 0 0 3

0 0 1 0 2

0 0 0 1 1



因此方程组的解为 x =


4

3

2

1


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1. 根据上一大题的第 6 小题，我们知道方程组的为 x =


4

3

2

1



练习 1.7.3. 设 n 阶方阵 A =

[
a11 wT

v B

]
存在 LU 分解 A = LU，其中 v 6= 0．

1. A 的左上角元素 a11 是否非零？

2. 从上往下对 A 做行变换，将 v 变为 0 时，需要做多少次加法、乘法？

3. 再设 A 为对称矩阵．此时 v 和 w 有什么关系？B 有什么性质？

4. 仍令 A 对称．利用行变换将 v 变为 0 时，再利用对应的列变换将 wT 变为 0，求证

此时 B 变为对称矩阵．此时需要做几次加法、乘法？

由此看到，对称矩阵 LU 分解的计算量可以节省一半．

证明: 1. 因为 A 有 LU 分解等价于 A 的顺序子矩阵都可逆，而 a11 是 A 的第一个顺序

子矩阵，因此 a11 6= 0.

2. 我们要计算的就是 B − 1
a11

vwT 的加法、乘法的次数，加法是 (n − 1)2 次，乘法是

n(n− 1)。

3. A 为对称矩阵，则 v = w, B = BT .

4. 此时我们对 A 作的初等行变换和列变换用矩阵写出来就是

A � //

[
1 0

− 1
a11

v In−1

]
A

[
1 − 1

a11
wT

0 In−1

]
=

[
a11 0

0 B − 1
a11

vwT

]
.

A 对称，则 v = w，于是(
B − 1

a11
vwT

)T
= BT − 1

a11
wvT = B − 1

a11
vwT

因此将 B 变成了对称矩阵. 根据对称性，我们不需要计算整个矩阵，只需要计算上三
角或者下三角的部分，因此加法继续演了 n(n−1)

2 , 乘法计算了 n(n−1)
2 + (n− 1) 次，因

此一共计算了 n2 − 1 次。那么整个 LU 分解用了
∑n

i=1(i
2 − 1) = (n−1)n(n+1)

3 次。

练习 1.7.4. 设 n 阶方阵

T =



1 −1

−1 2 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 2


.

利用初等变换证明，存在分解式 T = LU，其中 L 是下三角矩阵，U 是上三角矩阵．据此求出

T−1．
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证明: 将 T 的第一行加到第二行，得到 T1，把 T1 的第二行加到第三行，得到 T2, 把 T2 的第三

行行加到第四行，得到 T3, 以此类推，我们得到

1

1 1

1 1 1
...

. . .
. . .

1 · · · 1 1


T =



1 −1

1 −1

1
. . .

. . . −1

1


.

所以 T 的 LU 分解为 T =



1

−1 1

0 −1 1

. . .
. . .

0 −1 1





1 −1

1 −1

1
. . .

. . . −1

1


，

T−1 =



1 1 1

1 1 1

1
. . .

...

. . . 1

1





1

1 1

1 1 1
...

. . .
. . .

1 · · · 1 1


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第二章 子空间和维数

2.1 基 本 概 念

练习 2.1.1. 判断下列子集是否为 Rn 的子空间，其中的子空间是否可以写成由某个向量组线性
生成的子空间；如果可以，写出一组基：{[

a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai = 0

}
．1.

{[
a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai = 1

}
．2.{[

a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

a2i = 0

}
．3.

{[
a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣ a1 = a2 = 0

}
．4.{[

a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣ a1 ≥ 0

}
．5.

{[
a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣ a1 = a2 = · · · = an

}
．6.

{[
a1 a2 · · · an

]T
∣∣∣∣ a21 = a22 = · · · = a2n

}
．7.

{[
a1 a2 a3

]T
∣∣∣∣ a1a2a3 = 0

}
．8.

{[
a1 a2 a3

]T
∣∣∣∣ a1 = a2

}
．9.

{[
a1 a2 a3

]T
∣∣∣∣ a1 ≤ a2 ≤ a3

}
．10.{[

a1 a2 a3 a4

]T
∣∣∣∣∣
[
a1 a2

a3 a4

]
是可逆矩阵

}
．11.

{[
a1 a2 a3 a4

]T
∣∣∣∣∣
[
a1 a2

a3 a4

]
是不可逆矩阵

}
．13.

{[
a1 a2 a3 a4

]T
∣∣∣∣∣
[
a1 a2

a3 a4

]
是对称矩阵

}
．15.

{[
a1 a2 a3 a4

]T
∣∣∣∣∣
[
a1 a2

a3 a4

]
是反对称矩阵

}
．17.

证明: 1. 是线性空间，它的一组基是 {e1 − ej | j = 2, 3, · · ·n}．

2. 不是线性空间，对加法和数乘都不封闭。

3. 是线性空间，因为它只包含零向量。

4. 是线性空间，它的一组基是 {ei : i = 3, 4, · · ·n}
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5. 不是线性空间，对数乘不封闭。

6. 是线性空间，它的一组基是
{[

1 1 · · · 1
]T
}
．

7. 不是线性空间，对加法不封闭。．

8. 不是线性空间，对加法不封闭。

9. 是线性空间，它的一组基是 {e1 + e2, e3}．

10. 不是线性空间，对数乘不封闭。

11. 不是线性空间，它不包含零矩阵，对加法也不封闭。

12. 不是线性空间，对加法不封闭

13. 是线性空间，它的一组基是
{[

1 0 0 0
]
,
[
0 1 1 0

]
,
[
0 0 0 1

]}
14. 是线性空间，它的一组基是

{[
0 1 −1 0

]}
．

练习 2.1.2. 判断满足下列性质的 R3 子集 M 是否存在．若存在，进一步判断哪些是子空间：

1. M 含有 e1, e2, e3；对任意 v,w ∈ M，都有 v +w ∈ M；存在 v ∈ M，使得
1

2
v /∈ M．

2. M 含有所有形如


cos θ
sin θ
1

 的向量；对任意 v ∈ M，都有 kv ∈ M；存在 v,w ∈ M，使

得 v +w /∈ M．

3. M 含有 e1, e2 但不含有 e3；对任意 v,w ∈ M, k ≥ 0，都有 v +w, kv ∈ M．

证明: 1. 存在，例如 M := {k1e1 + k2e2 + k3e3 : k1, k2, k3 ∈ Z}, 1
2e1 /∈ M. 它不是子空

间。

2. 存在。例如M =



x1

x2

x3

 : x23 = x21 + x22

，v =


1

0

1

 ,w =


−1

0

1

,此时 v+w =


0

0

2

 /∈

M.

3. 存在，例如 M =



x1

x2

0

 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

.

练习 2.1.3. 证明命题 2.1.9.

证明: 1. • Span(S) 对加法封闭：取 a1α1 + · · · + anαn, b1βn + · · · + bmβm, 其中
ai ∈ R(1 ≤ i ≤ n), bj ∈ R(1 ≤ j ≤ m), αi ∈ S(1 ≤ i ≤ n), βj ∈ S(1 ≤ j ≤ m),
则按照定义，

a1α1 + · · ·+ anαn + b1βn + · · ·+ bmβm ∈ Span(S).

• Span(S) 对数乘封闭：取 a1α1 + · · ·+ anαn, 其中 ai ∈ R, αi ∈ S(1 ≤ i ≤ n),
取 k ∈ R, 则

k(a1α1 + · · ·+ anαn) = ka1α1 + · · ·+ kanαn ∈ Span(S).
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因此 Span(S) 是线性子空间。

2. 设 V 是线性子空间，且 S ⊆ V , 我们需要证明 Span(S) ⊂ V . 我们任取 a1α1 + · · · +
anαn ∈ Span(S), 那么因为 αi ∈ S ⊂ V , 而 V 是子空间，所以 V 对加法和数乘都封

闭，因此 aiαi ∈ V 且
∑n

i=1 aiαi ∈ V . 这就是说，Span(S) 中任意元素都属于 V , 即
Span(S) ⊂ V .

练习 2.1.4. 证明，R(0m×n) = {0m},N(0m×n) = Rn；如果 n 阶方阵 A 可逆，则 R(A) = Rn,
N(A) = {0}．

证明: 对任意 x ∈ Rn，0m×nx = 0m, 所以 R(0m×n) = {0m},N 0m×n = Rn.
若 A 可逆，对任意 y ∈ Rn, 我们有 A(A−1y) = y, 因此 R(A) = Rn. 若 Ax = 0, 等式两边

同时左乘 A−1，就有 x = 0, 因此 N(A) = {0}.

练习 2.1.5. 证明，对例 2.1.3 中的 A =
[
a1 a2 a3

]
，这三个向量中的任意两个都可以作为

R(A) 的一组生成向量，但是，其中任意单个向量都不能生成 R(A)．

证明: 我们以证明 R(A) = Span(a1,a2) 为例。我们任取 v ∈ R(A), 则 v 可以写成 v = k1a1 +

k2a2 + k3a3. 注意到 a3 = a1 + a2, 那么 v = (k1 + k3)a1 + (k2 + k3)a2 ∈ Span(a1,a2). 这就证
完了。剩下两种情形同理可得。

我们再以证明 R(A) 6= Span(a1)为例。这就更简单了：因为 a2 ∈ R(A)但是 a2 /∈ Span(a1).
其他情形同理可得。

练习 2.1.6. 判断下列 A,B 是否具有相同的列空间、零空间，证明或举出反例：

1. A 为任意矩阵，B 分别为 2A,
[
A A

]
,
[
A AC

]
,

[
A

A

]
,

[
A

CA

]
,

[
A A

0 A

]
, PA,AQ，其

中 P,Q 可逆．

2. A 为 n 阶方阵，B 分别为 A+ In, A
2, AT．

证明: 1. • 2A 和 A 有相同的列空间和零空间，证明略。

•
[
A A

]
和 A 有相同的列空间，证明略。但零空间不同，反例 A =

[
0 0

0 0

]
,

N(A) = R2,N
([
A A

])
= R4.

•
[
A AC

]
和 A 有相同的列空间，但是零空间不同。证明略，反例同上。

•
[
A

A

]
和 A 的列空间不同，但是有相同的零空间。证明略，反例:A = I2, 则

R(A) = R2,R

([
A

A

])
=




x1

x2

x1

x2

 : x1, x2 ∈ R


.
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•
[
A

CA

]
的列空间不同，但是有相同的零空间. 证明略，反例如 A = C = I2.

•
[
A A

0 A

]
和 A 的列空间、零空间都不同。略。

• PA和 A有相同的零空间，但列空间不同。证明略，反例如 A =

[
1 0

0 0

]
, P =[

0 1

1 0

]
.

• AQ和 A有相同的列空间，但零空间不同。证明略，反例如：A =

[
1 0

0 0

]
, Q =[

0 1

1 0

]
.

。

2. A+ In, A
2, AT 和 A 的列空间、零空间都不一定相等。

练习 2.1.7. 设矩阵 A,B 具有相同的行数和列数，对下列判断证明或举出反例：

1. 如果 A,B 有相同的零空间，那么对任意向量 b，Ax = b 与 Bx = b 一定同解．

2. 如果 A,B 有相同的列空间，那么对任意向量 b，Ax = b 与 Bx = b 一定同解．

3. 如果 A,B 有相同的零空间和列空间，那么对任意向量 b，Ax = b 与 Bx = b 一定同

解．

证明: 1. 错误。例如：A = I2, B = 2I2, b =

[
1

0

]

2. 错误。例如：A = I2, B = 2I2, b =

[
1

0

]

3. 错误。例如：A = I2, B = 2I2, b =

[
1

0

]

练习 2.1.8. 设 Ax = b 有解，证明：

R(A) = R
([
A b

])
．1. N(AT) = N

([
AT

bT

])
．2.

证明: 1. 显然 R(A) ⊆ R
([
A b

])
．我们还需要证明 R(A) ⊇ R

([
A b

])
，只需要证明 b ∈

R(A). 因为 Ax = b有解，设解为


x1
...

xn

, A =
[
α1 · · · αn

]
,则 b = x1α1+· · ·+xnαn,

因此 b ∈ Span(α1, · · · , αn) = R(A).

86



2. 若 y ∈ N

([
AT

bT

])
, 则

[
AT

bT

]
y = 0, 即

[
ATy

bTy

]
= 0, 所以 ATy = 0, 即 y ∈ N(AT), 这

证明了 N

([
AT

bT

])
⊆ N(AT).

若 y ∈ N(AT), 我们假设 x 是 Ax = b 的解，则[
AT

bT

]
y =

[
ATy

xTATy

]
= 0

即 y ∈ N

([
AT

bT

])
, 这证明了 N(AT) ⊆ N

([
AT

bT

])
.

练习 2.1.9. 把 R4 中的向量 b 表示成 a1,a2,a3,a4 的线性组合：

1. a1 =


1

1

1

1

 ,a2 =


1

1

−1

−1

 ,a3 =


1

−1

1

−1

 ,a4 =


1

−1

−1

1

 , b =


1

2

1

1

．

2. a1 =


1

1

0

1

 ,a2 =


2

1

3

1

 ,a3 =


1

1

0

0

 ,a4 =


0

1

−1

−1

 , b =


0

0

0

1

．

证明: 设 b = x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4, 那么就有

[
a1 a2 a3 a4

]

x1

x2

x3

x4

 = b

因此问题就转化成解线性方程组的问题。

1. 根据上面的分析，我们只需要解方程组
1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

x =


1

2

1

1



过程略，解得 x =


5
4
1
4
−1
4
−1
4

, 于是 b = 5
4a1 +

1
4a2 − 1

4a3 − 1
4a4.
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2. 根据上面的分析，我们只需要解方程组
1 2 1 0

1 1 1 1

0 3 0 −1

1 1 0 −1

x =


0

0

0

1



过程略，解得 x =


1

0

−1

0

, 于是 b = a1 − a3.

练习 2.1.10. 判断下列向量组是否线性相关：

1. a1 =


1

−2

3

4

 ,a2 =


0

1

−1

1

 ,a3 =


1

3

0

1

 ,a4 =


0

−7

3

1

．

2. a1 =



1

−1

0

0

0


,a2 =



0

1

−1

0

0


,a3 =



0

0

1

−1

0


,a4 =



0

0

0

1

−1


,a5 =



1

0

0

0

−1


．

根据定义，向量 a1, · · · ,ak 线性无关，当且仅当 x1a1 + · · ·+ xkak = 0 没有非零解，因此

我们把判断向量是否线性无关的问题转化成了齐次方程组有没有非零解的问题。

证明: 1. 令 A =
[
a1 a2 a3 a4

]
, 考虑齐次方程组 Ax = 0. 我们对 A 作初等行变换，

得到

rref(A) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


因此方程组 Ax = 0 没有非零解，从而向量组线性无关。

2. 令 A =
[
a1 a2 a3 a4 a5

]
, 考虑齐次方程组 Ax = 0. 把 A 的所有行都加到最后

一行即可得到零行，因此 A 不是可逆矩阵，因此 Ax = 0you 非零解，从而向量组线
性相关。

练习 2.1.11. 如果向量组 a, b, c 中的任何两个都线性无关，该向量组是否一定线性无关？

证明: 不一定，例如 a =

[
1

0

]
, b =

[
0

1

]
,a =

[
1

1

]
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练习 2.1.12. 设 Rn 中向量 a1,a2,a3 满足 k1a1 + k2a2 + k3a3 = 0，其中 k1k2 6= 0．求证：

Span(a1,a3) = Span(a2,a3).

证明: 我们先证明 Span(a1,a3) ⊆ Span(a2,a3)；只需要证明 a1 ∈ Span(a2,a3). 事实上，由
k1a1 + k2a2 + k3a3 = 0 可得 a1 = −k−1

1 k2a2 − k−1
1 k3a3 ∈ Span(a2,a3).

同理可证 Span(a2,a3) ⊆ Span(a1,a3)

练习 2.1.13. 设向量组 a1,a2, . . . ,as 线性无关，证明向量组 a1,a1+a2, . . . ,a1+a2+ · · ·+as

线性无关．

证明: 假设 x1a1 + x2(a1 + a2) + · · ·+ xs(a1 + a2 + · · ·+ as) = 0, 那么

(x1 + x2 + · · ·+ xs)a1 + (x2 + · · ·+ xs)a2 + · · ·+ xsas = 0.

因为向量组 a1,a2, . . . ,as 线性无关，所以

x1 + x2 + · · ·+ xs = 0

x2 + · · ·+ xs = 0
...

xs = 0

逐步回代可得 x1 = x2 = · · · = xs = 0, 因此向量组 a1,a1 + a2, . . . ,a1 + a2 + · · · + as 线性无

关．

练习 2.1.14. 设 Rn中向量组 a1,a2, . . . ,as线性无关，A是 n阶可逆矩阵，求证：Aa1, Aa2, . . . , Aas

线性无关．

附注. 上题其实是本题的特殊情形．另外，假设 A 是单射，是否已经足够？

证明: 假设 x1Aa1 + x2Aa2 + · · ·+ xsAas = 0, 则

A(x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas) = 0.

A 是单射，则 x1a1 + x2a2 + · · · + xsas = 0. 因为向量组 a1,a2, . . . ,as 线性无关，所以 x1 =

x2 = · · · = xs = 0. 因此 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性无关。

练习 2.1.15. 证明：一个线性无关向量组的任意部分组也线性无关；如果向量组有一个部分组
线性相关，则该向量组也线性相关．

证明: 这个命题里面两个命题互为逆否命题，我们只需要证明其中一个即可。我们证明后一个。
给定向量组 a1,a2, · · · ,ak，不妨设这个部分组为 a1, · · · ,as. 若 a1,a2, · · · ,as 线性相关，则存
在不全为零的 x1, x2, · · · , xs 使得 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas = 0, 那么 x1, x2, · · · , xs, 0, · · · , 0 也
不全为零，且

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas + 0 · xs+1 + · · ·+ 0 · ak = 0,

即：向量组 a1,a2, · · · ,ak 线性相关。
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练习 2.1.16. 证明：一个向量组线性相关当且仅当其中有一个向量可以被其他向量线性表示．

证明: 给定向量组 a1, · · · ,as.
若 a1, · · · ,as 线性相关，则存在不全为零的 x1, · · · , xs 使得 x1a1 + · · · + xsas = 0. 设

xi 6= 0, 那么
ai = −x1

xi
a1 − · · · − xi−1

xi
ai−1 −

xi+1

xi
ai+1 − · · · − xs

xi
as

即 ai 可以被其他向量线性表示。

若向量组 a1, · · · ,as中有一个向量可以被其他向量线性表示，设为 ai,那么存在 x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xs,
使得 ai = x1a1 + · · ·+ xi−1ai−1 + xi+1ai+1 · · ·+ xsas, 那么 x1, · · · , xi−1,−1, xi+1, · · · , xs 不全
为零，而且

x1a1 + · · ·+ xi−1ai−1 + (−1)ai + xi+1ai+1 · · ·+ xsas = 0.

因此向量组 a1, · · · ,as 线性相关。

练习 2.1.17. 给定 Rm 中向量组 a1,a2, . . . ,an，从每个向量中去掉第 i1, i2, . . . , is 个分量，得

到 Rm−s 中向量组 a′
1,a

′
2, . . . ,a

′
n．证明：

1. 如果 a1,a2, . . . ,an 线性相关，则 a′
1,a

′
2, . . . ,a

′
n 线性相关．

附注. 有追求的读者可以尝试这种线性代数味道更浓的证明方法：可否找到一个矩阵
A，把每个 ak 变成 a′

k, k = 1, 2, . . . , n？

2. 如果 a′
1,a

′
2, . . . ,a

′
n 线性无关，则 a1,a2, . . . ,an 线性无关．

证明: 1. 设 x1, · · · , xn 不全为零，使得 x1a1 + · · ·+ xnan = 0. 设 ai =


a1i

a2i

· · ·
ami

, 则

x1a1 + · · ·+ xnan =


x1a11 + x2a12 + · · ·+ xna1n

x1a21 + x2a22 + · · ·+ xna2n

· · ·
x1am1 + x2am2 + · · ·+ xnamn

 =


0

0
...

0



x1a
′
1+x1a

′
2+· · ·+xna′

n就是将矩阵


x1a11 + x2a12 + · · ·+ xna1n

x1a21 + x2a22 + · · ·+ xna2n

· · ·
x1am1 + x2am2 + · · ·+ xnamn

中第 i1, i2, . . . , is

个分量，所以 x1a
′
1 + x1a

′
2 + · · ·+ xna

′
n = 0. 故 a′

1,a
′
2, . . . ,a

′
n 线性相关。

当然，我们也可以用附注的方法，这个 A 是将单位矩阵 Im 的第 i1, i2, . . . , is 行去掉

得到的矩阵。

2. 这是第 1 小题的逆否命题，不需重复证明。

练习 2.1.18. 证明，对任意 Rm 的非平凡子空间 M,N，都有 M ∪N 6= Rm．
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非平凡的意思是不等于零，也不等于全空间。这个问题里面，我们只需要他们不等于全空

间即可。

证明: 我们用反证法。假设 M ∪N = Rm。
首先，M,N 互不包含，若不然，M∪N 就等于两者中较大的子空间，与它们的非平凡性矛

盾。于是，存在 a ∈ M−N, b ∈ N −M. 我们考虑 c = a+ b ∈ Rm = M ∪N, 那么

• 要么 c ∈ M，则 b = c− a ∈ M, 矛盾；

• 要么 c ∈ N，则 a = c− b ∈ N, 矛盾.

所以 M ∪N 6= Rm

练习 2.1.19 (子空间的和). 设 M,N 是 Rm 的两个子空间，定义集合：

M+N := {m+ n : m ∈ M,n ∈ N}.

证明：

1. 集合 M+N 是 Rm 的子空间，称为子空间 M 与 N 的和．

2. 交集 M ∩N 是 Rm 的子空间，称为子空间 M 与 N 的交．

3. 集合的交与并满足 (S1 ∪ S2)∩ S3 = (S1 ∩ S3)∪ (S2 ∩ S3)．证明或举出反例：子空间的
交与和满足 (M+N) ∩W = (M ∩W) + (N ∩W)．

4. 集合的交与并满足 (S1 ∩ S2)∪ S3 = (S1 ∪ S3)∩ (S2 ∪ S3)．证明或举出反例：子空间的
交与和满足 (M ∩N) +W = (M+W) ∩ (N +W)．

证明: 1. 设 v,w ∈ M+N, k ∈ R, 设 v = m1 + n1,w = m2 + n2, 则

v +w = (m1 + n1) + (m2 + n2) = (m1 +m2) + (n1 + n2) ∈ M+N

且 kv = k(m1 + n1) = (km1) + (kn1) ∈ M+N. 所以 M+N 是线性子空间。

2. 设 v,w ∈ M ∩ N, k ∈ R, 则 v,w ∈ M,v,v ∈ N, 因此 kv,v +w ∈ M, kv,v +w ∈ N,
因此 kv ∈ M ∩N,v +w ∈ M ∩N. 故 M ∩N 是 Rm 的子空间.

3. 不满足，例如我们考虑 R2, M = Span(e1),N = Span(e2),W = Span(e1 + e2). 那么
(M+N)∩W = W,而 (M∩W) = (N∩W) = {0};所以 (M+N)∩W 6= (M∩W)+(N∩W)．

4. 不满足，例如我们考虑 R2, M = Span(e1),N = Span(e2),W = Span(e1 + e2)。那么

M∩N = {0},所以M∩N+W = W. 而M+W = N+W = R2,因此 (M+W)∩(N+W) =

R2.

练习 2.1.20. 设 Rm 中子空间 M = Span(a1,a2, . . . ,as),N = Span(b1, b2, . . . , bt)，证明：

M+N = Span(a1,a2, . . . ,as, b1, b2, . . . , bt).

证明: • 由于 ai, bj ∈ M+N,根据命题 2.1.9，Span(a1,a2, . . . ,as, b1, b2, . . . , bt) ⊆ M+N.
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• a ∈ M, b ∈ N, 设 a = x1a1 + · · ·+ xsas, b = y1b1 + · · ·+ ytbt, 那么

a+ b = x1a1 + · · ·+ xsas + y1b1 + · · ·+ ytbt ∈ Span(a1,a2, . . . ,as, b1, b2, . . . , bt).

因此 M+N ⊆ Span(a1,a2, . . . ,as, b1, b2, . . . , bt)

综合两方面即得 M+N = Span(a1,a2, . . . ,as, b1, b2, . . . , bt).

练习 2.1.21.

1. 给定 m× n,m× s 矩阵 A,B，证明：R(A) + R(B) = R(C)，其中 C =
[
A B

]
．

2. 给定 m× n, l × n 矩阵 A,B，证明：N(A) ∩N(B) = N(D)，其中 D =

[
A

B

]
．

证明: 1. 设A =
[
a1 · · · an

]
, B =

[
b1 · · · bs

]
,那么 R(A) = Span(a1, · · · ,an),R(B) =

Span(b1, · · · , bs),R(C) = Span(a1, · · · ,an, b1, · · · bs). 由上一题可得，

R(A) + R(B) = Span(a1, · · · ,an, b1, · · · bs) = R(C).

2. x ∈ N(D) ⇔ Dx = 0 ⇔

[
Ax

Bx

]
= 0 ⇔ Ax = 0, Bx = 0 ⇔ x ∈ N(A) ∩N(B).

练习 2.1.22 (Kirchhoff 电压定律). 对图 2.12.1中的电路网络，令 MG 为对应的关联矩阵．根据

Kirchhoff 电压定律，找出一个线性方程组，其解集恰为 R(MG)．要求用尽量少的方程（但不需

要写出证明）．

提示：对于最后一个图，它有 10 条边，5 个点，因此 MG 是 10× 5 的矩阵．由于 N(MG)

是 1 维的（所有点电势相等的情况），因此 R(MG) 是几维的？至少需要几个等式才能确定？

(a) (b) (c) (d)

图 2.1: Kirchhoff 定律的练习

证明: 事实上，我们需要标记好点和边的的标号才能写出对应的矩阵，我们就不再画图了，可以
根据我们写出的 MG 反推点和边的标号。

(a) MG =



1 −1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 −1 1

−1 0 0 0 0 1

0 −1 0 1 0 0

1 0 0 0 −1 0


它有三个圈，因此需要三个线性方程，根据 Kirch-
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hoff 电压定律， 
u5 − u6 − u8 = 0

−u1 + u7 − u4 + u8 = 0

u2 − u3 − u7 = 0

(b) MG =



−1 1 0 0 0 0

0 −1 1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 −1 1

1 0 0 0 0 −1

0 1 0 −1 0 0

0 0 0 1 0 −1

0 1 0 0 0 −1



它有四个圈，因此需要四个线性方程，根据 Kirch-

hoff 电压定律， 
u1 + u6 − u9 = 0

u2 − u3 + u7 = 0

−u4 + u5 + u8 = 0

−u7 − u8 + u9 = 0

(c) MG =



−1 1 0 0 0 0 0

0 −1 −1 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0

0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 1 −1 0

−1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 −1

0 0 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 1 0 −1



它有三个圈，因此需要三个线性方程，根

据 Kirchhoff 电压定律， 
−u1 − u2 − u8 + u7 = 0

u8 − u3 − u4 − u9 = 0

−u7 + u9 − u5 − u6 = 0
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(d) MG =



−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0

0 0 −1 1 0

0 0 0 −1 1

1 0 0 0 −1

−1 0 0 1 0

0 1 0 −1 0

0 −1 0 0 1

0 0 1 0 −1

1 0 −1 0 0



由维数公式，dimR(MG) = 4, 因此至少 6 个方程。

因此我们需要找出“独立”的圈。

u1 + u2 + u10 = 0

−u10 + u3 − u6 = 0

u6 + u4 + u5 = 0

u1 + u8 + u5 = 0

−u7 + u4 − u8 = 0

u3 + u4 + u9 = 0

练习 2.1.23 (电路网络拓展). 设教材例 2.1.18 图 2.1.1 中的电路网络的关联矩阵是 MG，定义

图的 Laplace 矩阵 LG =MT
GMG．

附注. 这类 Laplace 矩阵与图上的随机游走等问题密切相关．

1. 矩阵 LG 的元素有什么意义？

2. 求子空间 N(LG) 的一组生成向量．

3. 求子空间 R(LG) 的一组生成向量，要求其中每个向量至少有两个分量为零．

4. 任取向量 v ∈ N(LG),w ∈ R(LG)，vTw 可能取哪些值？

5. 求线性方程组，其解集恰好是 R(LG)．

证明: 1. (LG)i,j 6= 0 当且仅当 vi, vj 有边直接相连。

2. 显然 N(MG) ⊆ N(LG). 对任意 x ∈ N(LG), 即 LGx = 0, 那么 (MGx)
T(MGx) = 0, 那

么 MGx = 0, 即 x ∈ N(MG); 因此 N(LG) ⊆ N(MG), 从而它们相等。所以 N(LG) =

Span




1

1

1

1



.

3. 我们可以把 LG 计算出来，然后对 LG 作初等行变换，找出主元列，这些主元列就是

R(LG) 的一组生成向量。在学习了维数公式以后，我们还可以用下面的方法。

由于 LG 的列向量都是 MT
G 的列向量的线性组合，因此 R(LG) ⊆ R(MT

G)，于是

rank(LG) ≤ rank(MT
G) = rank(MG). 由上一小题知 N(LG) = N(MG)，根据教材第
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四节中的维数公式可知 rank(LG) = rank(MT
G) = 3, 那么找 R(MT

G) 的一组生成向量即

可。这样我们就省去了对 LG 的计算。我们给出一组生成元仅供参考：
−1

1

0

0

 ,

−1

0

1

0

 ,


0

−1

0

1


4. 我们通过上述的生成元集发现，vTw = 0.

5. 令 A = vT. 直接验证 N(A) = Span




−1

1

0

0

 ,

−1

0

1

0

 ,


0

−1

0

1



 = R(LG)

练习 2.1.24. 以下哪些向量组是矩阵


1 1 1 1

1 2 3 4

4 3 2 1

 的零空间的基？


1

−1

−1

1

．1.


1

−1

−1

1

 ,


1

0

−3

2

．2.


1

−2

1

0

 ,


0

1

−2

1

．3.


1

−1

−1

1

 ,


1

−2

1

0

 ,

−1

2

−1

0

．4.


1

−1

0

0

 ,


0

1

−1

0

 ,


0

0

1

−1

．5.

证明: 我们对矩阵


1 1 1 1

1 2 3 4

4 3 2 1

 作初等行变换转化为行阶梯形矩阵：

1 1 1 1

1 2 3 4

4 3 2 1

 //


1 0 −1 −2

0 1 2 3

0 0 0 0


有两个主元和两个自由变元。我们可以验算，第 5 组向量都不属于矩阵零空间；第 1,2,3,4 组向
量都属于矩阵零空间。但是我们注意到，第 1 组向量生成的空间不包含第 3 组向量中的元素，
因此第 1 组向量不是基；第 4 组向量中有两个元素线性相关，因此也不是基。第 2,3 组向量中
两个向量线性无关，是零空间的一组基。

2.2 基 和 维 数

练习 2.2.1. 求下列向量组的极大线性无关部分组和秩：
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
2

3

1

1

 ,

4

6

2

2

 ,

0

1

2

1

 ,

2

4

3

2

．1.



−1

0

1

0

0


,



1

1

1

1

0


,



0

1

2

1

0


．2.

对于这样的问题，我们的方法如下。假设 a1, · · · ,as ∈ Rm, 要求这个向量组的极大线性无
关组和秩，我们把这些向量排成一个矩阵，对这个矩阵做初等行变换，找出主元。主元的个数

就是秩；主元所在的列就是一个极大线性无关组。

证明: 1. 我们把这组向量排成一个矩阵


2 4 0 2

3 6 1 4

1 2 2 3

1 2 1 2

，做初等行变换可得

1 2 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0



有两个主元，在第一列和第三列，因此秩为 2,


2

3

1

1

 ,

0

1

2

1

 是一个极大线性无关组．

2. 我们把这组向量排成一个矩阵



−1 1 0

0 1 1

1 1 2

0 1 1

0 0 0


, 做初等行变换可得



1 −1 0

0 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0


有两个主

元，在第一列和第二列，因此秩为 2，



−1

0

1

0

0


,



1

1

1

1

0


是一个极大线性无关组。

练习 2.2.2. 在下列向量组中，除去哪个向量，得到的向量组和原向量组线性等价？
1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1

 ,

1

2

3

．1.


1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1

 ,

1

2

0

．2.


1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1

 ,

2

0

0

．3.


1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1

 ,

0

0

0

．4.

证明: 我们去掉一个向量之后得到的向量组和原向量组等价，当且仅当去掉的这个向量可以被
剩下的向量线性表出。

1. 去掉任意一个向量都符合题意。
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2.


1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

1

2

0

 中去掉任意一个向量都可以。

3.


1

0

0

 ,

2

0

0

 中去掉任意一个向量都可以。

4. 只有去掉


0

0

0

 才可以。

练习 2.2.3. 用筛选法去掉方程组中所有多余的方程：



1 −1 0 0

1 0 −1 0

1 0 0 −1

0 1 −1 0

0 1 0 −1

0 0 1 −1


x =



−1

0

0

1

1

0


．

所谓的用筛选法去掉方程组中多余的方程，我们只需要对系数矩阵作初等行变换，找到主

元所在的行即可。但是我们需要注意，如果在这个过程中有交换两行的操作，一定要记录下来，

找到主元对应的最初的行即可。那么最保险的方法，就是把系数矩阵转置，对转置之后的矩阵

作初等行变换，找到主元，那么主元所在的列就对应于原方程组的行。

证明: 我们把系数矩阵转置


1 1 1 0 0 0

−1 0 0 1 1 0

0 −1 0 −1 0 1

0 0 −1 0 −1 −1

, 对它做初等行变换可得


1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0

0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0


有三个主元，在第一、二、三列，因此原方程组的第一、二、三行以外的方程是多余的。

练习 2.2.4. 给定线性无关的向量组 a1,a2,a3，求 a1 − a2,a2 − a3,a3 − a1 所有的极大线性无

关部分组．

证明: 因为 (a1 − a2) + (a2 − a3) + (a3 − a1) = 0, 因此它们线性相关，那么极大线性无关组至
多有两个向量。

若 x(a1 − a2) + y(a2 − a3) = 0, 那么 xa1 + (y − x)a2 − ya3 = 0. 因为 a1,a2,a3 线性无

关，因此 x = y − x = y = 0，所以 a1 − a2,a2 − a3 线性无关，从而是极大线性无关组。

同理可证 a1 − a2,a3 − a1 和 a2 − a3,a3 − a1
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练习 2.2.5. 证明，一个向量组的任意线性无关的部分组都可以扩充成它的一个极大线性无关部
分组．

证明: 设 S 是一个向量组，它包含于 Rm. T 是一个线性无关的部分组。若 S ⊂ Span(T ), 则 T

已经是极大线性无关组了。若 S 6⊂ Span(T ), 则存在 b1 ∈ S − Span(T ), 那么考虑 T ∪ {b1}；我
们断言这是一个线性无关组。事实上，设 T = {a1, · · · ,as}, 以及 yb1 + x1a1 + · · ·+ xsas = 0.
若 y 6= 0, 则 b1 = −x−1(x1a1 + · · ·+ xsas) ∈ Span(T ), 这和 a 的选取矛盾，因此 x = 0. 那么
x1a1 + · · ·+ xsas = 0 而 T 是个线性无关组，所以 x1 = · · · = xs = 0. 这就证明了 T ∪ {b1} 线
性无关。

以此类推，我们可以找到 b2, · · · , bk, · · ·，使得 T ∪ {b1, · · · , bk} 都线性无关。事实上，这
个步骤只能进行有限步，因为 S ⊂ Rm, 它的一个极大无关组至多有 m 个元素。因此存在一个

有限的 k, 使得 S ⊆ Span(T ∪ {b1, · · · , bk})。那么我们就把 T 扩充成了 S 的一个极大线性无关

组 T ∪ {b1, · · · , bk}

练习 2.2.6. 证明，如果向量组 S 可以被向量组 T 线性表示，则 rank(S) ≤ rank(T )．

证明: 向量组 S 可以被向量组 T 线性表示，则 S ⊆ Span(T ),那么就有 Span(S) ⊆ Span(T )，所
以 dim Span(S) ≤ dim Span(T ). 我们注意到 rank(S) = dim Span(S), 因此 rank(S) ≤ rank(T ).

练习 2.2.7. 证明向量组 a1,a2,a3 与向量组 a1 + a2,a2 + a3,a3 + a1 线性等价．

附注. 有追求的读者可以尝试这种线性代数味道更浓的证明方法：可否找到一个可逆矩阵 A，把

一个向量组变成另一个向量组？

证明: 我们只需证明向量组 a1,a2,a3 能被向量组 a1 + a2,a2 + a3,a3 + a1 线性表出。设 b1 =

a1 + a2, b2 = a2 + a3, b3 = a3 + a1, 那么

[
b1 b2 b3

]
=
[
a1 a2 a3

]
1 0 1

1 1 0

0 1 1



矩阵


1 0 1

1 1 0

0 1 1

 可逆，它的逆为


1
2

1
2 −1

2

−1
2

1
2

1
2

1
2 −1

2
1
2

, 所以

[
a1 a2 a3

]
=
[
b1 b2 b3

]
1
2

1
2 −1

2

−1
2

1
2

1
2

1
2 −1

2
1
2


即 a1 =

b1−b2+b3
2 ,a2 =

b1+b2−b3
2 ,a3 =

−b1+b2+b3
2 . 证毕。

练习 2.2.8. 证明，如果向量组和它的一个部分组的秩相同，则两个向量组线性等价．

证明: 设 S 是一个向量组，T ⊆ S 是一个部分组，并且 rank(S) = rank(T ). 取 T0 是 T 的一个

极大线性无关组，那么 T0 也是 S 中的线性无关组。根据 rank(S) = rank(T ), 则有 T0 也是 S

的极大线性无关组，因此 S 中的任意向量否可以由 T0 线性表出。从而 S 和 T 线性等价。
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练习 2.2.9. 举例说明秩相等的向量组未必线性等价．

证明: 例如：我们考虑 R2, S = {e1}, T = {e2}.

练习 2.2.10. 已知向量组的秩是 r，设 S 是一个包含 r 个向量的部分组．证明：

1. 如果 S 线性无关，则 S 是原向量组的一个极大线性无关部分组．

2. 如果 S 与原向量组线性等价，则 S 是原向量组的一个极大线性无关部分组．

证明: 1. 若 S 不极大，则存在 S′ ) S 也线性无关，那么 S′ 包含至少 r + 1 个元素，因

此向量组的秩至少是 r + 1, 矛盾。

2. 首先我们证明线性无关。记 S = {a1, · · · ,ar}, 假设 S 线性相关，则存在不全为零的

x1, · · · , xr 使得 x1a1 + · · ·+ xrar = 0. 我们不妨设 xi 6= 0, 那么

ai = −x−1
i (x1a1 + · · ·+ xi−1ai−1 + xi+1ai+1 + · · ·+ xrar),

那么 Span(S) = Span(a1, · · · ,ai−1,ai+1, · · · ,ar), 这就有 rank(S) ≤ r − 1, 小于整个
向量组的秩，因此不可能与原向量组线性等价，矛盾，所以 S 线性无关。

S 与原向量组线性等价，则任意 a 都可以被 S 线性表出，所以 S ∪ {a} 线性相关，所
以不存在真包含 S 的线性无关组。

综上，S 是极大的线性无关部分组。

练习 2.2.11. 证明命题 2.2.17.

我们需要明确一下子空间的基的定义：见定义 2.1.13，它满足：是生成元集且线性无关。

证明: 取 x1, · · · ,xr 是 M 的一组基。

1. 我们需要证明 M 中的元素都可以由 a1, · · · ,ar 表出，即 Span(a1, · · · ,ar) = M. 由于
a1, · · · ,ar线性无关，根据定义，它们就是 Span(a1, · · · ,ar)的一组基。若 Span(a1, · · · ,ar) (
M, 则我们可以将 a1, · · · ,ar 扩张成为 M 的一组基 a1, · · · ,ar,ar+1, · · · ,as, 那么
dimM = s ≥ r + 1. 矛盾。

2. 我们需要证明 a1, · · · ,ar 线性无关，那么 a1, · · · ,ar 的一个极大线性无关组 b1, · · · , bs
至多包含 s ≤ r− 1个元素，并且 Span(a1, · · · ,ar) = Span(b1, · · · , bs), 因此 dimM =

s ≤ r − 1. 矛盾。

练习 2.2.12. 求下列子空间的基和维数：

1. 空间 R3 中平面 x− y = 0 与平面 x+ y − 2z = 0 的交集．

2. 空间 R3 中与向量
[
1 −1 0

]
,
[
1 1 −2

]
都垂直的向量组成的子空间．

3. 齐次线性方程组


1 1 1

0 0 1

0 0 1

x = 0 的解集．
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证明: 1. 平面 x−y = 0与平面 x+y−2z = 0的交集．即方程组

[
1 −1 0

1 1 −2

]
x

y

z

 =

[
0

0

]

的解集，该解集为

k

1

1

1

 : k ∈ R

。

2. 向量


x

y

z

 与向量 [
1 −1 0

]
垂直就是

[
1 −1 0

]
x

y

z

 = 0, 即 x− y = 0. 同理，我

们有 x+ y − 2z = 0. 因此所求子空间为

k

1

1

1

 : k ∈ R

。

3. 过程略，该方程组解集为

k


1

−1

0

 : k ∈ R

。

练习 2.2.13. 一个三阶方阵，如果每行、每列以及两个对角线上的元素之和都相等，则称为幻

方矩阵．判断

a =
[
a1 a2 · · · a9

]T
∈ R9

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

是幻方矩阵
 是否为 R9 的子空

间．如果是，求它的一组基．

提示. 一个常见的幻方矩阵是


2 9 4

7 5 3

6 1 8

．你能否根据它找到许多幻方矩阵？
证明: 一个矩阵是幻方矩阵，当且仅当它满足

a1 + a2 + a3 = a4 + a5 + a6 = a7 + a8 + a9

= a1 + a4 + a7 = a2 + a5 + a8 = a3 + a6 + a9

= a1 + a5 + a9 = a3 + a5 + a7

当且仅当 a1, · · · , a9 是齐次方程组

1 1 1 −1 −1 −1 0 0 0

0 0 0 1 1 1 −1 −1 −1

−1 0 0 −1 0 0 0 1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1 0

0 1 −1 0 1 −1 0 1 −1

−1 0 1 0 −1 1 0 0 0

1 0 −1 0 0 0 −1 0 1




x1

x2
...

x9

 =


0

0
...

0



的解。记系数矩阵为 A, 那么所求的空间即 N(A), 因此是 R9 的子空间。要求它的一组基，这是
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后面章节的任务。我们给出一组基仅供参考，解题方法请学习了相关内容后自行解决[
2/3 2/3 −1/3 −2/3 1/3 4/3 1 0 0

]T[
2/3 −1/3 2/3 1/3 1/3 1/3 0 1 0

]T[
−1/3 2/3 2/3 4/3 1/3 −2/3 0 0 1

]T

练习 2.2.14. 任取非零常数 k1, k2, . . . , kn 满足
1

k1
+

1

k2
+ · · ·+ 1

kn
+1 6= 0，求如下向量组的秩：

a1 =


1 + k1

1
...

1

 ,a2 =


1

1 + k2
...

1

 , . . . ,an =


1

1
...

1 + kn

 .

证明: 我们考虑矩阵

A =
[
a1 a2 · · · an

]
=


k1

k2
. . .

kn

+


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...

1 1 · · · 1



我们记 v =


1

1
...

1

, 那么 A = diag(k1, · · · , kn)+ vvT . 根据 Sherman-Morrison 公式，A 可逆当且

仅当 1 + vTdiag(k1, · · · , kn)−1v 6= 0. 由题目条件，

1 + vTdiag(k1, · · · , kn)−1v =
1

k1
+

1

k2
+ · · ·+ 1

kn
+ 1.

所以矩阵 A 可逆，那么 a1, · · · ,an 线性无关，所以该向量组的秩为 n.

练习 2.2.15. 设 a1,a2, . . . ,ar 是子空间M的一组基．令
[
b1 b2 . . . br

]
=
[
a1 a2 . . . ar

]
P，

其中 P 是 r 阶方阵．证明，b1, b2, . . . , br 是 M 的一组基当且仅当矩阵 P 可逆．

证明: 因为 a1,a2, . . . ,ar 是子空间 M 的一组基，那么 dimM = r.

• 假设 b1, b2, . . . , br是M的一组基，那么它们线性无关，即方程组
[
b1 b2 . . . br

]
x =

0 只有零解，即
[
a1 a2 . . . ar

]
Px = 0 只有零解；因为 a1,a2, . . . ,ar 线性无关，

因此 Px = 0 只有零解，从而 P 可逆。

• 若 P 可逆，则
[
a1 a2 . . . ar

]
=
[
b1 b2 . . . br

]
P−1, 也就是说，任意 ai(1 ≤

i ≤ r) 都可以被 b1, b2, . . . , br 线性表出，所以 M = Span(b1, · · · , br). 由命题 2.2.17
知 b1, · · · , br 是 M 的一组基。
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练习 2.2.16 (Steinitz替换定理). 设 S : a1,a2, . . . ,ar 线性无关，可被 T : b1, b2, . . . , bt线性表示，

求证：

1. r ≤ t．

2. 可以选择 T 中的 r 个向量换成 S，得到的新的向量组与 T 线性等价．

证明: 由题意，对任意 1 ≤ i ≤ r, ai = c1ib1 + c2ib2 + · · ·+ ctibt, 写成矩阵形式：[
a1 a2 · · · ar

]
=
[
b1 b2 · · · bt

]
C.

其中 C = [cij ] ∈Mt×r.

1. 我们用反证法，假设 r > t, 那么齐次方程组 Cx = 0 一定有非零解，我们取一个非零

解 x0, 那么 [
a1 a2 · · · ar

]
x0 =

[
b1 b2 · · · bt

]
Cx0 = 0

这说明 a1, · · · ,ar 线性相关，矛盾。

2. 我们对 r 作归纳。先考虑 r = 1; 因为 a1 能被 T 线性表出，那么 x1, · · · , xt, 使得
a1 = x1b1 + · · · + xtbt. 那么 x1, · · · , xt 中存在非零数，否则 a1 = 0, 那么 S 线性相

关，矛盾。不妨设 x1 6= 0, 那我们用 a1 来替换 b1, 我们证明 T 和 T1 : a1, b2, · · · , bt
线性等价。显然 T1 能被 T 线性表出，那么我们只需证明 T 能被 T1 线性表出；而这

只需要证明 b1 能被 T1 线性表出。事实上，我们有

b1 = −x−1
1 (−a1 + x2b2 · · ·+ xtbt).

这就证明了 T 和 T1 线性等价。

下面我们假设对 1 ≤ r < t, 该命题成立，我们来证明 r + 1 的情形。那么规矩归纳假

设，我们可以在 T 中找到 r 个向量，不妨设为 b1, · · · , br，把他们替换成 a1, · · · ,ar，
得到的向量组 T ′ : a1, · · · ,ar, br+1, · · · , bt 和 T 线性等价。现在考虑 ar+1, 因为 ar+1

能被 T 线性表出，那么它也能被 T ′ 线性表出，因此存在 y1, · · · , yt 使得

ar+1 = y1a1 + · · ·+ yrar + yr+1br+1 + · · ·+ ytbt;

我们断言 yr+1, · · · , yt 中存在非零数，若不然则 y1a1 + · · · + yrar − ar+1 = 0, 这
说明 S 线性相关矛盾。那么我们不妨设 yr+1 6= 0, 同理我们可以证明 T ′ 和 T ′′ :

a1, · · · ,ar+1, br+2, · · · , bt 线性等价，于是 T, T ′′ 也线性等价。这就完成了归纳。

练习 2.2.17 (平行的平面). 考虑方程 x − 3y − z = 12 和 x − 3y − z = 0 的解集．这两个解集

的交集是什么？如果 x1,x2 分别是第一个和第二个方程的解，那么 x1 +x2,x1 +2x2, 2x1 +x2

分别是哪个方程的解？

附注. 从几何上看，这两个解集是 R3 中两个平行的平面，其中一个经过原点，因此是二维子空

间；另一个不经过原点，因此不是子空间．
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证明: 两个方程解集的交集即方程组
[
1 −3 −1

1 −3 −1

]
x

y

z

 =

[
12

0

]
的解集。显然这个方程组无解，

因此这两个方程的解集的交集为空集。

令 v =


1

−3

−1

, vT


x

y

z

 = x− 3y − z 那么

• vT(x1 + x2) = vTx1 + vTx2 = 12, 因此 x1 + x2 是方程 x− 3y − z = 12 的解；

• vT(x1 + 2x2) = vTx1 + 2vTx2 = 12, 因此 x1 + 2x2 是方程 x− 3y − z = 12 的解；

• vT(2x1 + x2) = 2vTx1 + vTx2 = 23, 因此 2x1 + x2 是方程 x− 3y − z = 24 的解。

练习 2.2.18. 设 M,N 是 Rm 的两个子空间，求证维数公式：

dim(M+N) = dimM+ dimN − dim(M ∩N).

提示. M ∩N 的一组基，根据基扩充定理，分别扩充成 M 和 N 的一组基，证明这两组基

的并集是 M+N 的一组基．

证明: 取 a1, · · · ,ar 是 M ∩N 的一组基，根据基扩充定理，它可以扩张

• M 的一组基 a1, · · · ,ar, b1, · · · , bs；和

• N 的一组基 a1, · · · ,ar, c1, · · · , ct.

我们证明：a1, · · · ,ar, b1, · · · , bs, c1, · · · , ct 是 M+N 的一组基．

• a1, · · · ,ar, b1, · · · , bs, c1, · · · , ct 线性无关。设

x1a1 + · · ·+ xrar + y1b1 + · · ·+ ysbs + z1c1 + · · ·+ ztct = 0.

那么 y1b1+ · · ·+ysbs+z1c1 = −(x1a1+ · · ·+xrar+ · · ·+ztct). 等式左边属于M,等式
右边属于 N, 因此 y1b1+ · · ·+ ysbs = −(x1a1+ · · ·+xrar+ z1c1+ · · ·+ ztct) ∈ M∩N.

a1, · · · ,ar 是 M ∩N 的一组基，因此

y1b1 + · · ·+ ysbs = −(x1a1 + · · ·+ xrar + z1c1 + · · ·+ ztct) = w1a1 + · · ·+ wrar.

因此 {
w1a1 + · · ·+ wrar − (y1b1 + · · ·+ ysbs) = 0

(w1 + x1)a1 + · · ·+ (wr + xr)ar + z1c1 + · · ·+ ztct = 0

由于 M,N 的基的选取，我们知道

w1 = · · · = wr = y1 = · · · = ys = w1 + x1 = · · · = wr + xr = z1 = · · · = zt = 0.

这就得到了线性无关性。

• M + N = Span(a1, · · · ,ar, b1, · · · , bs, c1, · · · , ct). 任取 v ∈ M + N, 那么存在 v1 ∈
M,v2 ∈ N 使得 v = v1 + v2. 那么

v1 = x1a1 + · · ·xrar + y1b1 + · · ·+ ysbs,v2 = z1a1 + · · ·+ zrar + w1c1 + · · ·+ wtct,

于是 v = (x1 + z1)a1 + · · ·+ (xr + zr)ar + y1b1 + · · ·+ ysbs + w1c1 + · · ·+ wtct.
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这就证明了 a1, · · · ,ar, b1, · · · , bs, c1, · · · , ct 是 M+N 的一组基．所以

dim(M+N) = r + s+ t = (r + s) + (r + t)− r = dimM+ dimN − dim(M ∩N)

2.3 矩 阵 的 秩

练习 2.3.1. 给定矩阵 A = u1v
T
1 + u2v

T
2．

1. 写出 A 的行空间、列空间．

2. 如果 u1,u2,v1,v2 都不为零，求 rank(A)的所有可能值，并讨论这四个向量与 rank(A)
之间的关系．

证明: 1. A的列都是 u1,u2的线性组合，因此 R(A)有四种可能：{0}, Span(u1), Span(u2), Span(u1,u2).
同理 R(AT) 有四种可能：{0}, Span(v1), Span(v2), Span(v1,v2).

2. 由上一题，我们知道 rank(A) 可能的值为 0, 1, 2.

• 当且仅当存在 λ 6= 0 使得 u1 = λu2,v1 = −λ−1v2, 则 rank(A) = 0;

• 当且仅当 A 6= 0 且 u1,u2 或者 v1,v2 线性相关时，rank(A) = 1;

• 当且仅当 u1,u2 线性无关且 v1,v2 线性无关时，rank(A) = 2.

练习 2.3.2. 求下列矩阵列空间的一组基：
1 −1 2 1 0

2 −2 4 −2 0

3 0 6 −1 1

0 3 0 0 1

．1.



1 0 0 1 4

0 1 0 2 5

0 0 1 3 6

1 2 3 14 32

4 5 6 32 77


．2.



1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 1 1


．3.

证明: 这样的问题有一个固定的程序，那就是对矩阵作初等行变换，找出主元，主元所在列的原
矩阵的列向量构成矩阵列空间的一组基。以下我们省略过程，直接写结果。

1. 对矩阵做初等行变换可得


1 −1 2 1 0

0 3 0 −4 1

0 0 0 4 0

0 0 0 0 0

 主元在第 1,2,4 列，因此原矩阵的第

1,2,4 个列向量是矩阵列空间的一组基，即
1

2

3

0

 ,

−1

−2

0

3

 ,


1

−2

−1

0


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2. 对矩阵做初等行变换可得



1 0 0 1 4

0 1 0 2 5

0 0 1 3 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


主元在第 1,2,3 列，因此原矩阵的第 1,2,3

个列向量是矩阵列空间的一组基，即

1

0

0

1

4


,



0

1

0

2

5


,



0

0

1

3

6



3. 对矩阵做初等行变换可得



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


主元在第 1,2,3,4，5 列，因此原矩阵的第

1,2,3,4,5 个列向量是矩阵列空间的一组基。当然，此时 R(A) = R5, 我们也可以直接选
取 e1, · · · , e5 作为 R(A) 的一组基。

练习 2.3.3. 求满足下列条件的 3× 4 矩阵 A 的行简化阶梯形矩阵和秩：

Ax = 0 解集的一组基为


−3

1

0

0

 ,

−2

0

6

1

．1. A 的 (i, j) 元为 4．2.

A 的 (i, j) 元为 aij = i+ j + 1．3. A 的 (i, j) 元为 aij = (−1)i+j．4.

证明: 1. 若 x1 不是主元，则


1

0

0

0

 是方程组的解，根据我们的解的情形可知 x1 是主元。

若 x2 也是主元，那么 A 的行简化阶梯形矩阵第二行形如 x2 + ax3 + bx4 = 0，但是
−3

1

0

0

 不是解；若 x4 是主元，那么 A 的行简化阶梯形矩阵的第二行形如 x4 = 0，那
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么


−2

0

6

1

 不是解。因此 x1, x3 是主元，那么 A 的行简化梯形矩阵形如


1 a 0 b

0 0 1 c

0 0 0 0


把两个解代进去反解可得 a = 3, b = 2, c = −6, 因此 A 的行简化阶梯型矩阵为

1 3 0 2

0 0 1 −6

0 0 0 0


A 的秩为 2.

2. 这个提示容易的，A 的行简化阶梯形矩阵为


1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 它的秩为 1.

3. 矩阵 A =


3 4 5 6

4 5 6 7

5 6 7 8

, 那么 A 的行简化阶梯型矩阵为


1 0 −1 −2

0 1 2 3

0 0 0 0


A 的秩为 2.

4. 矩阵 A 为


1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

1 −1 1 −1

, 它的行简化阶梯形矩阵为


1 −1 1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0


它的秩为 1.

练习 2.3.4. 设矩阵 A 的行简化阶梯形矩阵为 R，求下列 B 的行简化阶梯形矩阵．

B =
[
A A

]
．1. B =

[
A AC

]
．2. B =

[
A

A

]
．3.

B =

[
A

CA

]
．4. B =

[
A A

0 A

]
．5. B = PA，其中 P 是可逆

矩阵．

6.
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A有 LU分解 A = LU，这

里 L 为单位下三角阵，令

B = U．

7.

证明: 1. B 的行简化阶梯型矩阵为
[
R R

]
2. B 的行简化阶梯形矩阵为

[
R RC

]
3. B 的行简化阶梯形矩阵为

[
R

0

]

4. 注意到

[
In 0

−C In

]
B =

[
A

0

]
, 所以 B 的行简化阶梯形矩阵为

[
R

0

]

5. 注意到

[
In −In
0 In

]
B =

[
A 0

0 A

]
, 那么 B 的行简化阶梯型矩阵为


R1 0

0 R1

0 0

 其中 R1

是 R 的非零行。

6. 因为 P 是可逆矩阵，因此 B 和 A 的行简化阶梯形矩阵相同，也是 R.

7. 因为 L 是单位下三角矩阵，因此可逆，那么 B = L−1A, 所以 B 的行简化阶梯形矩阵

是 R.

练习 2.3.5. 求矩阵 A 中 “∗” 处的元素，满足相应的条件：

A =


1 2 4

2 ∗ ∗
4 ∗ ∗

，且 A 的秩为 1．1. A =


∗ 9 ∗
1 ∗ ∗
2 6 −3

，且 A 的秩为 1．2.

A =

[
a b

c ∗

]
，a 6= 0，且 A 的秩为 1．3. A =


1 2 3

3 4 7

4 5 ∗

，且 A 的秩为 2．4.

证明: 1. A的秩为 1且第一行非零，所以A的所有行是第一行的倍数，所以A =


1 2 4

2 4 8

4 8 16



2. A 的所有行是第三行的倍数，所以 A =


3 9 −9

2

1 3 −3
2

2 6 −3


3. A 的所有行是第一行的倍数，所以 A =

[
a b

c bc
a

]
4. A的前两列线性无关，它的秩为 2，因此第三列是第二列的线性组合，所以我们可以假

设 
3

7

∗

 = x


1

3

4

+ y


2

4

5


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解出来 x = y = 1, ∗ = 9，所以 A =


1 2 3

3 4 7

4 5 9



练习 2.3.6. 构造满足下列条件的 4× 8 矩阵 R，要求其中为 1 的元素尽量多：

1. R 为阶梯形矩阵，其中主列为第二、四、五列．

2. R 为阶梯形矩阵，其中主列为第一、三、六、八列．

3. R 为阶梯形矩阵，其中主列为第四、六列．

4. R 为行简化阶梯形矩阵，其中自由列为第二、四、五、六列．

5. R 为行简化阶梯形矩阵，其中自由列为第一、三、六、七、八列．

证明: 阶梯形矩阵，主元的下方都是 0; 行简化阶梯形矩阵主元所在列除了主元全是 0.

1. R =


0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0



2. R =


1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1



3. R =


0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



4. 主列是一三七八列，因此 R =


1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



5. 主列是二四五列 R =


0 1 1 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0



练习 2.3.7. 说明满足下列条件的 4× 7 矩阵 A 是否存在．如果存在，举例说明，要求其中为 0

的元素尽量多．

1. A 为阶梯形矩阵，其中主列为第二、四、五列，AT 的主列为第一、三列．

2. A 为阶梯形矩阵，其中主列为第二、四、五列，AT 的主列为第二、三、四列．
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证明: 1. 不存在，因为 A,AT 有相同的秩，它们的主列个数相等。

2. 不存在，因为 A 有三个主列，且它是阶梯形矩阵，因此它的最后一行是零行，前三行

非零，因此 A 形如

A =


0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 1 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0


那么 AT 的第一列是主列。

练习 2.3.8. 证明，rank(kA) = rank(A) (k 6= 0), rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)．

证明: 因为 k 6= 0, 我们对 kA 作倍乘变换可以得到 A, 因此 kA 和 A 有相同的行简化阶梯形矩

阵。

注意到 rank(A+B) = dimR(A+B); 因为 A+B 的列向量是 A 的列向量和 B 的列向量

的线性组合，因此 R(A+B) ⊆ R(A) + R(B), 所以

dimR(A+B) ≤ dim(R(A) + R(B)) ≤ dimR(A) + dimR(B) = rank(A) + rank(B).

练习 2.3.9. 证明：max{rank(A), rank(B)} ≤ rank
([
A B

])
≤ rank(A) + rank(B)．

证明: A 的列向量是
[
A B

]
的列向量的一部分，因此 R(A) ⊆ R(

[
A B

]
), 所以 rank(A) ≤

rank(
[
A B

]
)；同理 rank(B) ≤ rank(

[
A B

]
),所以max{rank(A), rank(B)} ≤ rank

([
A B

])
.

另一方面

rank
([
A B

])
= dim(R(A) + R(B)) ≤ dim(R(A)) + dim(R(B)) = rank(A) + rank(B).

练习 2.3.10.

1. 对分块对角矩阵 C =

[
A 0
0 B

]
，证明：rank(C) = rank(A) + rank(B)．

2. 对分块上三角矩阵 C =

[
A X

0 B

]
，证明：rank(C) ≥ rank(A)+ rank(B)．由此证明，当

A,B 可逆时，C 也可逆．

证明: 设 A 有 n 行，B 有 m 行。

1. 我们对前 n 行作初等行变换，将 A 变成行简化阶梯形矩阵 RA，保持后 m 行不变；然

后对后 m 行作初等行变换，将 B 变成行简化阶梯形矩阵 RB，保持前 n 行不变；然
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后将 RA 的零行和 RB 的非零行交换，就得到了一个行简化阶梯形矩阵，这个行简化

阶梯形矩阵的非零行的个数等于 RA, RB 非零行的个数的和。

[
A 0

0 B

]
//

[
RA 0

0 B

]
//

[
RA 0

0 RB

]
//


R′
A 0

0 R′
B

0 0


其中 R′

A, R
′
B 是 RA, RB 的非零行。因此

rank(C) = rank(A) + rank(B).

2. 类似于上面的过程，我们能够把矩阵通过初等行变换转化成
R′
A C1

0 R′
B

0 C2



其中

[
C1

C2

]
是对 A 作初等行变换将 C 转化成的矩阵。由于

[
R′
A C1

0 R′
B

]
是阶梯形矩阵，

所以 C 的行简化阶梯形矩阵非零行个数大于等于 RA, RB 非零行个数的和，这就说明

rank(C) ≥ rank(A) + rank(B).

若 A,B 均可逆，那么 rank(A) = n, rank(B) = m, 因此 rank(C) ≥ n +m, 从而只能
有 rank(C) = m+ n, 即 C 可逆。

练习 2.3.11. 设 A,B,C 分别为 m× n, n× k, k × s 矩阵，证明：

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).

提示 构造合适的分块上三角矩阵．

证明: 考虑分块矩阵
[
AB 0

B BC

]
, 我们作分块行列变换

[
AB 0

B BC

]
行

//

[
0 −ABC
B BC

]
列

//

[
0 −ABC
B 0

]

因此

rank(AB)+rank(BC) ≤ rank
([

AB 0

B BC

])
= rank

([
0 −ABC
B 0

])
= rank(ABC)+rank(B).

练习 2.3.12. 设 m×n 矩阵 A 的秩为 1，证明，存在非零向量 a ∈ Rm, b ∈ Rn，使得 A = abT．
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证明: 我们任取 A 的一个非零列 a；它的秩为 1，则它任意一列都是 a 的倍数，因此

A =
[
b1a b2a · · · bna

]
= abT

其中 b =


b1

b2
...

bm

.

练习 2.3.13. 试分析矩阵 A 满足什么条件时，AB = AC 可以推出 B = C．

附注. 类比如下问题：对集合之间的映射 f : X → Y, g : Z → X,h : Z → X，当一个映射 f 满足

什么条件时，f ◦ g = f ◦ h 可以推出 g = h？

证明: 设 A ∈Mm×n(R). 我们取 C 是零向量，则题目条件是说 Ax = 0 没有非零解，因此 A 的

列向量线性无关。下面我们证明 A 的列向量线性无关也是充分条件。

A 的列向量线性无关则 AT 的行向量线性无关，那就是说 AT 的行简化阶梯形矩阵有 n 个

非零行, 因此 m ≥ n, 且对任意 b ∈ Rn, Ax = b 都有解，特别地，我们取 xi(1 ≤ i ≤ n) 是方程

组 ATx = ei 的一个解, X =
[
x1 · · · xn

]
, 那么 ATX = In, 因此 XTA = In. 那么 AB = AC

推出 XTAB = XTAC，即 B = C.

练习 2.3.14. 设 m× n 矩阵 A 列满秩，求证：存在行满秩的 n×m 矩阵 B，使得 BA = In．

附注. 类比如下问题：设集合 X,Y 都只有有限个元素，映射 f : X → Y 为单射，是否存在映射

g : Y → X，满足 g ◦ f 是 X 上的恒同变换？

证明: 考虑矩阵转置，则原命题等价于：n×m 矩阵 A 行满秩，则存在列满秩的 m×n 矩阵 B，

使得 AB = In. 这一点在上一小题的解答中已经给出了证明。我们就不再重复了。

练习 2.3.15. 证明命题 2.3.10：方阵 A 可逆当且仅当它满秩。

证明: 假设 A 可逆，则它的行简化阶梯形矩阵为 In, 因此 rank(A) = n, 即它满秩。
假设 A 满秩，则它列满秩，根据上一题，存在 B 使得 AB = In, 因此它可逆。

练习 2.3.16. 设 A,B 是 n 阶方阵，利用不等式 rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}，证明：

1. 如果 AB = In，则 A,B 都可逆，且 BA = In．

2. 如果 AB 可逆，则 A,B 都可逆．

证明: 1. n = rank(In) = rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}, 而 rank(A), rank(B) ≤ n,
所以 rank(A) = rank(B) = n, 因此 A = B−1, 以及 BA = In.

2. 如果 AB 可逆，则 n = rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)},而 rank(A), rank(B) ≤ n,
所以 rank(A) = rank(B) = n, 因此 A,B 均可逆。

练习 2.3.17. 证明 2.3.15：给定两个 m× n 矩阵 A,B, 那么二者相抵，当且仅当存在 m 阶可

逆矩阵 P 和 n 阶可逆矩阵 Q 使得 PAQ = B．
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证明: 我们需要注意到，作初等行变换等价于在矩阵左边乘以初等矩阵，作初等列变换等价于在
右边乘以初等矩阵。因此，矩阵 A,B 相抵，当且仅当在矩阵 A 左边乘以一些初等矩阵，右边

乘以一些初等矩阵可以得到 B. 而任何可逆矩阵都等于初等矩阵的乘积，因此矩阵 A,B 相抵，

当且仅当存在 m 阶可逆矩阵 P 和 n 阶可逆矩阵 Q 使得 PAQ = B

练习 2.3.18. 证明，当 A 行满秩时，仅用初等列变换就可以把它化为相抵标准形；当 A 列满

秩时，仅用初等行变换就可以把它化为相抵标准形．

证明: 设 A ∈Mm×n(R) 这等价于说，如果 A 行满秩，则存在可逆矩阵 P ∈Mn×n 使得 AP =[
Im 0

]
. 命题的第二部分可以考虑矩阵 A 的转置，从第一部分推出，证明我们略过。

因为 A 行满秩，因此对任意 b, Ax = b 都有解，特别地，我们取 ai ∈ Rn(1 ≤ i ≤
m) 是 Ax = ei 的解。我们断言 a1, · · · ,am 线性无关：假设 a1x1 + · · · + amam = 0, 那么
A(ax1 + · · · + amam) = 0, 即 a1e1 + · · · + amem = 0, 所以 a1 = · · · = am = 0. 那么我们
把 a1, · · · ,am 扩张成 Rn 的一组基 a1, · · · ,an，此时 P1 =

[
a1 · · · an

]
是可逆矩阵，而且

AP1 =
[
Im A′

]
. 令 P2 =

[
Im −A′

0 In−m

]
, 那么 AP1P2 =

[
Im 0

]
. 我们取 P = P1P2 即可。

练习 2.3.19. 对二阶方阵 A，如果存在 n > 2，使得 An = 0，求证：A2 = 0．提示. 根据 A 的

秩分类讨论

证明: A 是二阶方阵，则 rank(A) = 0, 1, 2.

• 若 rank(A) = 2, 则 A 可逆，那么 A = An(A−1)n−1 = 0, 矛盾；所以 rank(A) 6= 2.

• 若 rank(A) = 1, 存在 v,w ∈ R2 使得 A = vwT, 那么 An = (wTv)n−1A = 0，所以

wTv = 0, 于是 A2 = (wTv)A = 0，命题成立。

• 若 rank(A) = 0，则 A = 0, 那么显然有 A2 = 0.

练习 2.3.20. 多项式 f(x) 满足 f(0) = 0，求证：对任意方阵 A，都有 rank(f(A)) ≤ rank(A)．

证明: 设 A ∈ Mm×m(R), f = anx
n + · · · + a1x + a0. 从 f(0) = 0 得知 a0 = 0. 于是 f(A) =

anA
n + · · ·+ a1A = AB, 其中 B = anA

n−1 + · · ·+ a1Im. 那么

rank(f(A)) = rank(AB) ≤ rank(A)

练习 2.3.21. 考虑反对称矩阵的秩．

1. 证明反对称矩阵的秩不能是 1．

2. 对反对称矩阵 A，去掉首行首列得到矩阵 B．求证：B 也是反对称矩阵，且 rank(B)

等于 rank(A) 或 rank(A)− 2．

提示. 注意 A =

[
0 −vT

v B

]
，然后根据是否有 v ∈ R(B) 进行分类讨论．

3. 证明反对称矩阵的秩必然是偶数．由此证明，奇数阶反对称矩阵一定不可逆．
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证明: 设 A ∈Mm×m(R) 是反对称矩阵。

1. 若 rank(A) = 1, 那么存在列向量 v,w 使得 A = vwT. 那么首先 R(A) = Span(v), 其
次 AT = wvT = −A, 于是 R(AT) = Span(w) = R(A), 因此 w = cv, 即 A = cvvT, 但
是一方面 AT = cvvT, 另一方面 AT = −A = −cvvT , 所以 c = 0. 矛盾。

2. 按题意，A =

[
0 −vT

v B

]
. 注意到 rank(B) ≤ rank

([
v B

])
≤ rank(B) + 1, 并且，根

据高斯消元法，前一个等号成立当且仅当方程组 Bx = v 有解当且仅当 v ∈ R(B)。

• v = Bx ∈ R(B), 那么 A =

[
1 −xT

0 Im−1

][
0 0

0 B

][
1 0

x Im−1

]
, 所以 rank(A) =

rank(B).

• 若 v /∈ R(B), 注意到 rank
([

v B
])

≤ rank(A) ≤ rank
([

v B
])

+ 1. 我
们要证明后一个等号成立, 或者等价地，前一个等号不成立。因为 rank(A) =

rank
([

−vT 0

B v

])
, rank

([
v B

])
= rank

([
vT

−B

])
,所以 rank

([
v B

])
=

rank(A) 当且仅当方程组
[
vT

−B

]
x =

[
0

v

]
有解，当且仅当

[
vTx

−Bx

]
=

[
0

v

]
, 这

说明 v = B(−x) ∈ R(B), 矛盾。所以我们有

rank(A) = rank
([

v B
])

+ 1 = rank(B) + 2.

3. 设 A 去掉首行首列得到的矩阵为 A1, A1 去掉首行首列得到的矩阵为 A2，以此类推，

我们有 A1, A2, · · · , Am−1 =
[
0
]
, 根据上一小题，rank(A), rank(A1), · · · , rank(Am) 有

相同的奇偶性；因为 rank(Am) = 0，所以 rank(A) 是偶数。
若 m 是奇数，那么 rank(A) 6= m, 所以 A 不可逆。

练习 2.3.22. 设 A 是 n 阶可逆实反对称矩阵，b 是 n 维实列向量，求证：rank(A+ bbT) = n．

证明: 令 B = A + bbT，我们证明齐次方程组 Bx = 0 没有非零解。假设 Bx = 0, 那么
Ax = −bbTx。令 c = bTx ∈ R, −xTbbTx = xTAx, 即 −c2 = xTAx. 又有

(xTAx)T = xTATx = −xTAx,

所以 −c2 = c2, 因此 c = 0. 于是 Ax = −cb = 0. A 可逆，所以 x = 0. 这就证明了 Bx = 0 只

有零解。

练习 2.3.23.

1. 求向量 u,v，使得 uvT =


3 6 6

1 2 2

4 8 8

．
2. 设 A 是秩为 r > 0 的 m× n 的矩阵，令 C 为 A 的主列按顺序组成的矩阵，则 C 有

几行几列？令 R 为 A 的行简化阶梯形矩阵的非零行按顺序组成的矩阵，则 R 有几行

几列？求证 A = CR．
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3. 求证：任意秩为 r > 0 的 m× n 矩阵 A 可以分解成列满秩矩阵和行满秩矩阵的乘积，

即分别存在 m× r, r × n 矩阵 C,R，且 rank(C) = rank(R) = r，使得 A = CR．

4. 证明，任意线性映射 f 都存在分解 f = g ◦ h，其中 h 是线性满射，g 是线性单射．

证明: 1. 秩 1 矩阵我们讨论过很多次了，具体过程略过。u = c


3

1

4

 ,v = c−1


1

2

2

, 其中

c ∈ R×.

2. rank(A) = r，所以 A 有 r 个主列，因此 C 有 m 行 r 列。A 的行简化阶梯形矩阵有

r 行，因此 R 有 r 行 n 列。

3. 我们对 A 的列数作归纳。当 A 只有一列时，若 A = 0, 则结论是显然的；若 A 6= 0，

那么 C = A,R =
[
1
]
, 结论也是明显的。现在假设命题对任意 m× n 的矩阵成立，并

且 A ∈ Mm×(n+1)(R). 我们把 A 分块：A =
[
A′ a

]
. 那么由归纳假设，A′ = C ′R′，

C ′, R′ 的含义如题意。若 A 的最后一列是主列，那么 C =
[
C ′ a

]
, R =

[
R′ 0

0 1

]
,

那么 CR =
[
C ′ a

] [R′ 0

0 1

]
=
[
C ′R′ a

]
= A; 若 A 的最后一列不是主列，那么

C = C ′，且存在 x ∈ Rr, 使得 a = Cx；那么 A = C
[
R′ x

]
. 我们还需要证明

R =
[
R′ x

]
是 A 的行简化阶梯形矩阵的非零行按顺序组成的矩阵；或者等价地要证

明，我们在 R 的下方添加上 m − r 个零行得到的矩阵 R̃ 是 A 的行简化阶梯形矩阵。

事实上，我们把 C 的列向量扩张成 Rm 的一组基，把新得到的向量排在 A 的右边，得

到了矩阵 P =
[
C D

]
, 那么 P 是可逆矩阵，且 PR̃ =

[
C D

] [R
0

]
= CR = A, 即有

R̃ = P−1A. 在 A 的左边乘以可逆矩阵，相当于对 A 作了一系列的初等行变换；又注

意到 R̃ 已经是行简化阶梯形矩阵，由行简化阶梯形矩阵的唯一性知，R̃ 就是 A 对应

的行简化阶梯形矩阵。至此归纳完成，证毕。

4. 这是上一小题的推论。

5. 假设线性映射 f : Rn → Rm 对应了矩阵 A, 那么我们按照上一小题，把 A 分解为

A = CR, 其中 C 列满秩，R 行满秩。令 g : Rr → Rm, h : Rn → Rr 分别对应了矩阵
C,R，那么就有 f = g ◦ h.

练习 2.3.24. 证明，任意秩为 r > 0 的矩阵 A 可以分解成 r 个秩为 1 的矩阵的和.

证明: 我们把 A 按照上一题作满秩分解 A = CR, 其中 C 列满秩，R 行满秩。我们把它们写成：

C =
[
a1 · · · ar

]
, R =


bT
1

...

bT
r


那么 A = CR = a1b

T
1 + · · · + arb

T
r . 由 C,R 的满秩性可知 ai, bj(1 ≤ i, j ≤ r) 都不是零矩阵，

因此 aib
T
i 都是秩 1 矩阵。
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2.4 线性方程组的解集

练习 2.4.1. 求下列矩阵零空间的一组基：
1 1 1 1 1

3 2 1 1 −3

0 1 2 2 6

5 4 3 3 −1

．1.


1 −2 1 1 −1

2 1 −1 −1 −1

1 7 −5 5 5

3 −1 −2 1 −1

．2.


2 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −2

3 3 −3 −3 4

4 5 −5 −5 7

．3.

求矩阵零空间的一组基步骤为：

1. 对矩阵做初等行变换，转化为行（简化）阶梯形矩阵，找出主元和自由变元。

2. 逐个地令一个自由变元为 1，其它自由变元为 0，求出方程组相应的解。

这样我们得到的解就是零空间的一组基。

证明: 以下我们仅对第一小题作详细的展示。其他小题仅写出答案。

1. 原矩阵的行简化阶梯形矩阵为


1 0 −1 −1 −5

0 1 2 2 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 因此主元是 x1, x2, 自由变元是

x3, x4, x5.

• 令 x3 = 1, x4 = x5 = 0,解得 x1 = 1, x2 = −2,得到一个解
[
1 −2 1 0 0

]T
.

• 令 x4 = 1, x3 = x5 = 0,解得 x1 = 1, x2 = −2,得到一个解
[
1 −2 0 1 0

]T
.

• 令 x5 = 1, x3 = x4 = 0,解得 x1 = 5, x2 = −6,得到一个解
[
5 −6 0 0 1

]T

因此



1

−2

1

0

0


,



1

−2

0

1

0


,



5

−6

0

0

1


是原矩阵零空间的一组基。

2. 原矩阵的行简化阶梯形矩阵为


1 0 0 0 −4

7

0 1 0 0 2
7

0 0 1 0 −2
7

0 0 0 1 3
7

 因此


4
7

−2
7
2
7

−3
7

1


是原矩阵零空间的一组

基。

3. 原矩阵的行简化阶梯形矩阵为


1 0 0 0 0

0 1 −1 −1 5
3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 因此


0

1

1

0

0


,



0

1

0

1

0


,



1
3

−5
3

0

0

1


是原矩阵

零空间的一组基。
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练习 2.4.2. 求如下线性方程组的全部解：
2x1− 2x2+ x3− x4+ x5 =1,

x1+ 2x2− x3+ x4− 2x5 =1,

4x1− 10x2+5x3− 5x4+7x5 =1.

求方程组的全部解也有固定的程序：先求一个特解 x0，然后求系数矩阵 A 零空间 N(A) 的

一组基，那么方程组的全部解就是 {x0 + x : x ∈ N(A)}. 我们上一题已经总结了了求 N(A) 的

基的方法；求特解的方法是对增广矩阵作初等行变换，然后令所有的自由变元全为零。

证明: 方程组的增广矩阵为 
2 −2 1 −1 1 1

1 2 −1 1 −2 1

4 −10 5 −5 7 1


它的行简化阶梯形矩阵为 

1 0 0 0 −1
3

2
3

0 1 −1
2

1
2 −5

6
1
6

0 0 0 0 0 0


主元是 x1, x2, 我们令 x3 = x4 = x5 = 0, 得到 x1 = 2

3 , x2 = 1
6 . 我们考虑齐次方程组，然后逐个

令一个自由变元为 1, 其它自由变元是 0, 得到 N(A) 的一组基

0
1
2

1

0

0


,



0

−1
2

0

1

0


,



1
3
5
6

0

0

1


因此原方程组的全部解为



2
3
1
6

0

0

0


+ a1



0
1
2

1

0

0


+ a2



0

−1
2

0

1

0


+ a3



1
3
5
6

0

0

1


: a1, a2, a3 ∈ R



练习 2.4.3. 求下列矩阵零空间的一组基：[
In In

]
．1.

[
In In

0 0

]
．2.

[
In In In

]
．3.

证明: 1. 矩阵已经是行简化阶梯形矩阵了，x1, · · · , xn 是主元，xn+1, · · · , x2n 是自由变
元。矩阵零空间的一组基为 {e1 − en+1, e2 − en+2, · · · , en − e2n}.
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2. 矩阵已经是行简化阶梯形矩阵了，跟上一小题相比，只多了一些零行，相当于多了一

些 0 = 0 的方程，因此方程组的解没有变化。x1, · · · , xn 是主元，xn+1, · · · , x2n 是自
由变元。矩阵零空间的一组基为 {e1 − en+1, e2 − en+2, · · · , en − e2n}.

3. 矩阵已经是行简化阶梯形矩阵了，x1, · · · , xn 是主元，xn+1, · · · , x3n 是自由变元。矩阵
零空间的一组基为 {e1−en+1, e2−en+2, · · · , en−e2n, e1−e2n+1, e2−e2n+2, · · · , en−
e3n}.

练习 2.4.4. 给定 A =


1

6 1

9 8 1



1 2 3 4

1 2 3

1 2

，求 A 的零空间、列空间、行空间、左零空间

的一组基．

证明: 我们已经对 A 作了 LU 分解。我们记 L =


1

6 1

9 8 1

 , U =


1 2 3 4

1 2 3

1 2

,

• A 的零空间 N(A) = N(U) = Span




0

1

−2

1




• A 有 3 个主元，因此 rank(A) = 3，而 R(A) ⊆ R3, 所以 R(A) = R3。基的选取就很自

由了，例如 e1, e2, e3

• 作初等行变换不改变矩阵的行空间，所以 A 的行空间是 Span




1

2

3

4

 ,

0

1

2

3

 ,

0

0

1

2




• rank(AT) = rank(A) = 3, 而 ATx = 0 只有三个变元，因此 A 的左零空间是 0.

练习 2.4.5. 线性方程组 Ax =

[
1

3

]
的全部解是 x =

[
1

0

]
+ k

[
0

1

]
, k ∈ R，求 A．

证明: 因为
[
0

1

]
是 Ax = 0 的一组基，因此 A 形如

[
a 0

b 0

]
, 再利用 A

[
1

0

]
=

[
1

3

]
知 a = 1, b =

3.

练习 2.4.6. 求常数 a, b, c，使得方程
[
1 −3 −1

]
x = 12 的所有解都具有如下形式：

x1

x2

x3

 =


a

0

0

+


b

1

0

x2 +

c

0

1

x3.
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证明: 由题意，


b

1

0

 和

c

0

1

 是方程组 [
1 −3 −1

]
x = 0 的解的一组基，所以

b− 3 = 0, c− 1 = 0, 即b = 3, c = 1.

同时，
[
1 −3 −1

]
a

0

0

 = 12, 所以 a = 12.

练习 2.4.7. 设 3× 4 矩阵 A 的零空间的一组基是


2

3

1

0

．
1. 求 rank(A) 和 rref(A)．

2. 线性方程组 Ax = b 对哪些 b 有解？

证明: 1. 按题意，A 只有一个自由变元，有三个主元。若 x1 是自由变元，则零空间的一

组基形如


1

0

0

0

；若 x2 是自由变元，则零空间的一组基形如


∗
1

0

0

；若 x4 是自由变元，

则零空间的一组基形如


∗

∗
1

；这三种向量和给定的向量都不线性相关，因此矛盾，从
而 x3 是自由变元，x1, x2, x4 是主元，因此 rref(A) 形如

1 0 a 0

0 1 b 0

0 0 0 1

0 0 0 0



而 rref(A)


2

3

1

0

 = 0, 于是 a = −2, b = −3. 这就得到了

rref(A) =


1 0 −2 0

0 1 −3 0

0 0 0 1

0 0 0 0


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2. 因为 R(A) ⊆ R3 且 dimR(A) = rank(A) = 3, 所以 R(A) = R3. 那么，对任意 b ∈ R3,
Ax = b 都有解。

练习 2.4.8. 设 A =


1 2 3 4

5 6 7 8

1 0 0 0

，对任意 v ∈ R4，令 Sv := {v + x0 | x0 ∈ N(A)}，即由 N(A)

沿着 v 平移后得到的子集．令 v1 =


1

2

0

0

 ,v2 =


0

0

1

2

 ,v3 =


1

2

3

6

，求 bi (i = 1, 2, 3) 使得 Svi 是

Ax = bi 的解集，并分析 v1,v2,v3 之间的关系．

证明: 对任意 w ∈ Sv, Aw = A(v + x0) = Av. 因此 bi = Avi, 即得

b1 =


5

17

1

 , b2 =

11

23

0

 b1 =


38

86

1


另一方面，rank(A) = 3，那么 A 有三个主元，一个自由变元，从而 Ax = b 的解都是某个 Sv。

故以上所求 b1, b2, b3 就是答案。

观察一下就知道 v3 = v1 + 3v2.

练习 2.4.9. 把国际象棋的棋盘以及棋子的初始位置分别抽象成如下矩阵 B 和 C：

B =



1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1


, C =



r n b q k b n r

p p p p p p p p

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

p p p p p p p p

r n b q k b n r


.

分别求其列空间、行空间、零空间和左零空间的一组基，其中 r, n, b, q, k, p 是两两不等的非零实

数．

证明: B 是实对称矩阵，其列空间和行空间相同，零空间和左零空间相同。对 B 作初等行变换
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有

rref(B) =



1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


因此，

R(B) = Span





1

0

1

0

1

0

1

0


,



0

1

0

1

0

1

0

1




,N(B) = Span (e1 − e3, e1 − e5, e1 − e7, e2 − e4, e2 − e6, e2 − e8)

我们通过观察知 rank(C) = 2，其第一二行线性无关，第一二列线性无关。因此第一二行是

行空间的一组基，第一二列是列空间的一组基。

rref(C) =



1 0 n−b
n−r

n−q
n−r

n−k
n−r

n−b
n−r 0 1

0 1 b−r
n−r

q−r
n−r

k−r
n−r

b−r
n−r 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


N(C) 的一组基是 

−n−b
n−r

− b−r
n−r

1

0

0

0

0

0


,



−n−q
n−r

− q−r
n−r

0

1

0

0

0

0


,



−n−k
n−r

− k−r
n−r

0

0

1

0

0

0


,



−n−b
n−r

− b−r
n−r

0

0

0

1

0

0


,



0

−1

0

0

0

0

1

0


,



−1

0

0

0

0

0

0

1


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rref(CT) =



1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


N(CT) 的一组基是

e1 − e8, e2 − e7, e3, e4, e5, e6

练习 2.4.10. 设 A,B,C,D 为二阶方阵，如果分块矩阵 M =

[
A B

C D

]
满足每一行、每一列以

及四个二阶子方阵中的四个元素都是 1, 2, 3, 4，则称 M 为四阶数独矩阵．写出一个四阶数独矩

阵，并分别求其列空间、行空间、零空间和左零空间的一组基．

证明: 这样的数独矩阵有很多，我们给出一例进攻参考：M =


1 3 2 4

2 4 1 3

3 1 4 2

4 2 3 1

. M 是对称矩阵，

所以它的行空间和列空间相同，左零空间和右零空间相同。

rref(M) =


1 0 0 −1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0


主元列是第 1,2,3 列，因此

R(M) = Span




1

2

3

4

 ,

3

4

1

2

 ,

2

1

4

3



 ,N(M) = Span




1

−1

−1

1





练习 2.4.11. 在平面直角坐标系下给定点 A(a1, a2), B(b1, b2), C(c1, c2)，证明，A,B,C 三点不

共线当且仅当矩阵


a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

 可逆．
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证明: 平面上直线方程的一般形式为 λX + µY + ν = 0, 其中 λ, µ, ν 不同时为零。那么 A,B,C

三点共线，当且仅当方程组 
a1λ+ a2µ+ ν = 0

b1λ+ b2µ+ ν = 0

c1λ+ c2µ+ ν = 0

有非零解，当且仅当矩阵


a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

 不可逆。
练习 2.4.12. 设 x0,x1, . . . ,xt 是线性方程组 Ax = b 的解，其中 b 6= 0，证明，c0x0 + c1x1 +

· · ·+ ctxt 也是解当且仅当 c0 + c1 + · · ·+ ct = 1．

证明:

c0x0 + c1x1 + · · ·+ ctxt 也是解 ⇔ A(c0x0 + c1x1 + · · ·+ ctxt) = b

⇔ c0Ax0 + c1Ax1 + · · ·+ ctAxt = b

⇔ c0b+ c1b+ · · ·+ ctb = b

⇔ c0 + c1 + · · ·+ ct = 1

练习 2.4.13. 设 x0 是线性方程组 Ax = b 的一个解，其中 b 6= 0，而 k1,k2, . . . ,kt 是 N(A) 的

一组基．令 xi = x0 + ki, i = 1, 2, . . . , t，证明，线性方程组的任意解都可唯一地表示成 c0x0 +

c1x1 + · · ·+ ctxt，其中 c0 + c1 + · · ·+ ct = 1．

证明: 设 x 是方程组的一个解，那么 x− x0 ∈ N(A)，所以存在 a1, · · · , at 使得

x− x0 = a1k1 + · · ·+ atkt.

我们令 c0 = 1 − (a1 + · · · + at), c1 = a1, · · · , ct = at, 就有 c0 + c1 + · · · + ct = 1 且 x =

c0x0 + c1x1 + · · ·+ ctxt.
现在来证明唯一性。我们先断言：x0,x1, · · · ,xt 是线性无关的，那么若

c0x0 + c1x1 + · · ·+ ctxt = c′0x0 + c′1x1 + · · ·+ c′txt,

即 (c0 − c′0)x0 + (c1 − c′1)x1 + · · · + (ct − c′t)xt = 0, 线性无关性推出 c0 − c′0 = c1 − c′1 =

· · · = ct − c′t = 0, 所以 ci = c′i, ∀i, 这就是表示的唯一性。现在我们来证明线性无关性。假设
a0x0 + a1x1 + · · ·+ atxt = 0, 那么

(a0 + a1 + · · ·+ at)x0 + a1k1 + · · ·+ atkt = 0;

等号的左右两边同时左乘 A 即得 (a0 + a1 + · · ·+ at)b = 0, 所以 a0 + a1 + · · ·+ at = 0; 从而有
a1k1 + · · · + atkt = 0, 利用 k1,k2, . . . ,kt 的线性无关性知 a1 = a2 = · · · = at = 0, 进一步的有
a0 = 0. 这就证明了 x0,x1, · · · ,xt 是线性无关的。

练习 2.4.14. 对任意 Rn 中线性无关的向量组 x0,x1, . . . ,xt，证明，存在满足如下条件的非齐

次线性方程组：
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1. x0,x1, . . . ,xt 都是此方程组的解；

2. 该方程组的任意解都能被 x0,x1, . . . ,xt 线性表示．

证明: 令 x′
i = xi − x0，那么 x′

1 · · · ,x′
t 线性无关；令 X =

[
x′
1 · · · x′

t

]T
，则 rank(X) = t,

所以 dimN(X) = n− t ≥ 1. 取 N(X) 的一组基 a1, · · · ,an−t ∈ Rn, 令 A =
[
a1 · · · an−t

]T
.

• Ax′
i = 0. 这是因为 Axi =


aT
1

...

aT
n−t

x′
i =


aT
1 x

′
i

...

aT
n−tx

′
i

, 而由 Xaj =


x′T
1 aj
...

xT
t aj

 = 0 知

xT
i aj = 0, ∀1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ n− t, 从而 Ax′

i = 0.

• b := Ax0 6= 0. 若不然，则 aT
j x0 = 0, ∀1 ≤ j ≤ n−t,从而 aT

j xi = aT
j a

′
i+aT

j x0 = 0,也

就是说，aj 都是方程组X ′x = 0的解，其中X ′ =
[
x0 · · · xt

]T
. 而 rank(X ′) = t+1,

于是

dimN(X) = dim Span(a1, · · · ,an−t) ≤ dimN(X ′) = n− (t+ 1)

矛盾。

现在我们考虑非齐次方程组 Ax = b. 由上面的构造过程就知道这个齐次方程组的全部解为{
x0 + a1x

′
1 + · · ·+ atx

′
t : a1, · · · , at ∈ R

}
,

从而都能被 x0,x1, . . . ,xt 线性表示。

练习 2.4.15. 给定线性方程组 Ax = b，和分块矩阵 B =

[
A b

bT 0

]
．证明，如果 rank(A) =

rank(B)，则方程组有解．

证明: 记 B′ =

[
A

bT

]
, b′ =

[
b

0

]
,那么 B =

[
B′ b′

]
. 注意到我们有不等式 rank(A) ≤ rank(B′) ≤

rank(B). 如果 rank(A) = rank(B), 那么这个不等式的两个不等号必须都取等号。
注意到 rank(B′) = rank(B)当且仅当 b′ ∈ R(B′),即存在 x0 使得 b′ = B′x0,所以 Ax0 = b

且 bTx0 = 0; 前者说明 Ax = b 有解。

练习 2.4.16 (Fredholm 二择一定理). 线性方程组 Ax = b 有解当且仅当

[
AT

bT

]
y =

[
0

1

]
无解．

附注. 前一个方程组中 x 为未知向量，后一个方程组中 y 为未知向量．

证明: 根据高斯消元法，
[
AT

bT

]
y =

[
0

1

]
无解当且仅当 rank

([
AT 0

bT 1

])
= rank

([
AT

bT

])
+ 1，

当且仅当 rank
([

A b

0 1

])
= rank

([
A b

])
+ 1. 而 rank

([
A b

0 1

])
= rank(A) + 1，所以[

AT

bT

]
y =

[
0

1

]
无解当且仅当 rank(A) = rank

([
A b

])
, 当且仅当（也是根据高斯消元法）

Ax = b 有解。
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练习 2.4.17. 如果 10阶方阵 A满足 A2 = 0，证明 rank(A) ≤ 5．是否存在 A2 = 0, rank(A) = 5

的 10 阶方阵 A？

提示. 子空间 N(A) 和 R(A) 有何关系？

证明: A2 = 0 推出 R(A) ⊆ N(A), 那么

2 rank(A) ≤ rank(A) + dimN(A) = 10

所以 rank(A) ≤ 5.
存在 A2 = 0, rank(A) = 5 的 10 阶方阵 A，例如

diag
([

0 1

0 0

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
0 1

0 0

])

练习 2.4.18. 设 A,B 分别为 m× n, n× k 矩阵，证明，rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− n．

证明:

(法一) 利用题 2.3.11，我们有 rank(AIn) + rank(InB) ≤ rank(AInB) + rank(In).

(法二) 利用维数公式，这等价于证明

k − dimN(AB) ≥ (n− dimN(A)) + (k − dimN(B))− n

即 dimN(A)+dimN(B) ≥ dimN(AB). 我们注意到 N(B) ⊆ N(AB)，那么取 N(B)的

一组基 a1, · · · ,ar，扩张成为 N(AB)的一组基 a1, · · · ,ar,ar+1, · · · ,ar+t；那我们只需
要证明 dimN(A) ≥ t. 考虑 b1 = Bar+1, · · · , bt = Bar+t,因为 Abi = ABar+i = 0，所

以 bi ∈ N(A). 那么我们只需要证明 b1, · · · , bt 是线性无关的，就可以得到 dimN(A) ≥
t. 假设 y1b1 + · · ·+ ytbt = 0, 那么 B(y1ar+1 + · · ·+ ytar+t) = 0, 于是 y1ar+1 + · · ·+
ytar+t ∈ N(B). 因此存在 x1, · · · , xr, 使得

x1a1 + · · ·+ xrar = y1ar+1 + · · ·+ ytar+t.

根据 a1, · · · ,ar+t 的线性无关性就有 x1 = · · · = xr = y1 = · · · = yt = 0. 证毕。

练习 2.4.19. 对 n 阶方阵 A，求证：

1. A2 = A 当且仅当 rank(A) + rank(In −A) = n．

提示. 考虑 A 和 I −A 的相关的子空间有何关系？

2. A2 = In 当且仅当 rank(In +A) + rank(In −A) = n．

提示. 考虑 I +A 和 I −A 的相关的子空间有何关系？

证明: 1. 考虑 V = R(A) 和 W = R(In −A). 对任意 x ∈ Rn, x = Ax+ (In −A)x, 这说
明 Rn = V +W . 根据维数公式，就有 n = rank(A) + rank(In −A)− dim(V ∩W ).
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• 若 A2 = A, 设 x ∈ V ∩W , 则存在 v,w ∈ Rn 使得 x = Av = (In − A)w, 于
是

(In −A)x = (In −A)Av = 0, Ax = A(In −A)w = 0,

所以 x = (In −A)x+Ax = 0. 这就说明 V ∩W = {0}.

• 若 rank(A) + rank(In − A) = n，则 dimN(A) + dimN(In − A) = n. 设
x ∈ N(A)∩N(In−A),则 Ax = (In−A)x = 0,所以 x = Ax+(In−A)x = 0,
因此 N(A) ∩N(In −A) = {0}. 根据维数公式，有

dim(N(A) +N(In −A)) = dimN(A) + dimN(In −A) = n,

所以 N(A)+N(In−A) = Rn. 从而对任意 x ∈ Rn,我们把它写成 x = x1+x2，

其中 x1 ∈ N(A),x2 = N(In −A). 那么

(A2 −A)x = (A2 −A)x1 + (A2 −A)x2 = (In −A)Ax1 +A(In −A)x2 = 0.

这就证明了 A2 −A = 0.

2. 考虑 V = R(In +A) 和 W = R(In −A). 对任意 x ∈ Rn,

x =
(In +A)x

2
+

(In −A)x

2
,

这说明 Rn = V +W . 根据维数公式，就有 n = rank(A)+ rank(In−A)−dim(V ∩W ).

• 若 A2 = In,设 x ∈ V ∩W ,则存在 v,w ∈ Rn使得 x = (In+A)v = (In−A)w,
于是

(In −A)x = (In −A)(In +A)v = 0, (In +A)x = (In +A)(In −A)w = 0

, 所以 x = (In+A)x
2 + (In−A)x

2 = 0. 这就说明 V ∩W = {0}.

• 若 rank(In+A)+ rank(In−A) = n，则 dimN(In+A)+dimN(In−A) = n.
设 x ∈ N(In + A) ∩ N(In − A), 则 (In + A)x = (In − A)x = 0, 所以 x =
(In+A)x

2 + (In−A)x
2 = 0, 那么因此 N(In + A) ∩N(In − A) = {0}. 根据维数公

式，有

dim(N(In +A) +N(In −A)) = dimN(In +A) + dimN(In −A) = n,

所以 N(A)+N(In−A) = Rn. 从而对任意 x ∈ Rn,我们把它写成 x = x1+x2，

其中 x1 ∈ N(In +A),x2 = N(In −A). 那么

(In −A2)x = (In −A)(In +A)x1 + (In +A)(In −A)x2 = 0.

这就证明了 In −A2 = 0.

练习 2.4.20. 证明或否定：如果对任意 b，线性方程组 A1x = b 和 A2x = b 总有相同的解集，

则 A1 = A2．
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证明: 这个命题我们在第一章就证明过了。在此，我们再证明一遍。对任意 i, 我们取 b是 A1 的

第 i个列向量，那么 ei 就是 A1x = b的解，那么它也是 A2x = b的解，也就是说 A2ei = A1ei,
即 A2 和 A1 的第 i 个列向量相同。由 i 的任意性知，A2 每一个列向量都等于 A1 相应的列向

量，证毕。

练习 2.4.21. 证明，Rn 的任意子空间一定是某个矩阵的零空间．

证明: 设 V ⊆ Rn 是一个子空间，我们证明的是勋在矩阵 A 使得 V = N(A).
若 V = {0}, 那么我们取 A = In 即可；若 V = Rn, 我们取 A = 0 即可。现在假设 V 是真

子空间，我们取 V 的一组基 v1, · · · ,vr(0 < r < n), 并记 B =


vT
1

...

vT
r

, 那么 dimN(B) = n − r,

我们取 N(B) 的一组基 x1, · · · ,xn−r, 记 A =


xT
1

...

xT
n−r

, 下面我们来证明 V = N(A). 我们需要

注意到 rank(A) = dimN(B) = n− rank(B) = n− r.

• 按照我们的构造，vT
i xj = 0(∀i, j), 即 xT

j vi = 0, 这说明 vi ∈ N(A), 所以 V ⊆ N(A).

• 若 v 6∈ V ,记 B̃ =


vT
1

...

vT
r

vT

,由 v 的选取，rank(B̃) = rank(B)+1,且 N(B̃) ⊆ N(B)；由维

数公式，dimN(B̃) = dimN(B)−1. 因此存在 x0 ∈ (N(B)−N(B̃)). 这说明 vTx0 6= 0,
因此 v /∈ N(A)。这就证明了 N(A) ⊆ V .

练习 2.4.22. 给定 l × n 矩阵 A 和 m× n 矩阵 B，证明，N(A) ⊆ N(B) 当且仅当存在 m× l

矩阵 C，使得 B = CA．

证明: • 假设存在 m× l 矩阵 C，使得 B = CA。若 Ax = 0，则 Bx = CAx = 0, 因此
N(A) ⊆ N(B).

• 假设 N(A) ⊆ N(B). 我们断言：b ∈ R(BT) 当且仅当对任意 x ∈ N(B), b · x = 0. 设
BT =

[
b1 · · · bm

]
，那么

Bx =


bT
1

...

bT
m

x =


b1 · x
...

bm · x


因此 x ∈ N(B) 当且仅当 bi · x = 0, ∀1 ≤ i ≤ m.
设 b ∈ R(BT), 则 b = c1b1 + · · · + cmbm, 那么对任意 x ∈ N(B), b · x = c1b1 ·
x + · · · + cmbm · x = 0. 反之，假设 b /∈ R(BT), 令 B̃T =

[
b1 · · · bm b

]
, 那么

rank(B̃) = rank(B) + 1, 且 N(B̃) ⊆ N(B). 由维数公式，

dimN(B̃) = n− rank(B̃) = n− rank(B)− 1 = dimN(B)− 1,
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那么就存在 x ∈
(
N(B)−N(B̃)

)
, 这说明 x ∈ N(B) 且 b · x 6= 0. 至此就证明了断言。

同理我们对 A 有 a ∈ R(AT) 当且仅当对任意 x ∈ N(A),a · x = 0.
b ∈ R(BT), 则 b · x = 0, ∀x ∈ N(B), 则 b · x = 0, ∀x ∈ N(A), 则 b ∈ R(AT). 因此
BT 的任意列向量都是 AT 的列向量的线性组合，即存在 CT，使得 BT = ATCT, 所
以 B = CA.

练习 2.4.23. 给定 m× n 矩阵 A,B，证明，N(A) = N(B) 当且仅当存在 m 阶可逆矩阵 T，使

得 B = TA．

证明: 由上题的断言，N(A) = N(B) 当且仅当 R(AT) = R(BT).

• 若存在 m 阶可逆矩阵 T 使得 B = TA，容易的我们有 N(A) = N(B).

• 现在假设 N(A) = N(B)；由上题，存在方阵 C,D ∈Mm×m,使得 B = CA,A = DB,那
么由 B = CDB。若 B 都是行满秩的,那么存在矩阵 P 使得 BP = Im,因此 CD = Im,
即 C,D 可逆。我们取 T = C 即可。

若B不是行满秩的，那么A也不行满秩，假设可逆矩阵 P1, P2使得 P1B = rref(B), P2A =

rref(A). 设 RA, RB 分别是 rref(A), rref(B) 的非零行构成的矩阵。那么 RA, RB 行满

秩，且 N(RA) = N(A) = N(B) = N(RB), 于是存在可逆矩阵 C ′ ∈ Mr×r(R) 使得

RB = C ′RA, 那么 rref(B) =

[
C ′ 0

0 Im−r

]
rref(A). 即 P1B =

[
C ′ 0

0 Im−r

]
P2A, 因此我

们令 T = P−1
1

[
C ′ 0

0 Im−r

]
P2 即可。

练习 2.4.24. 给定 n 阶方阵 A．

1. 对任意 k，证明 R(Ak) ⊇ R(Ak+1)；

2. 假设 R(Ak) = R(Ak+1)，求证 R(Ak+1) = R(Ak+2)；

3. 求证：存在 k ≤ n，满足 rank(Ak) = rank(Ak+1) = · · ·．由此证明，如果存在 p 使得

Ap = 0，则 An = 0．

证明: 1. 因为 Ak+1 = AkA, 因此 Ak+1 的列向量都是 Ak 的列向量的线性组合，因此

R(Ak+1) ⊆ R(Ak).

2. 由列空间的包含关系，R(Ak) = R(Ak+1) ⇔ rank(Ak) = rank(Ak+1) ⇔ dimN(Ak) =

dimN(Ak+1). 我们也有 N(Ak) ⊆ N(Ak+1), 因此 R(Ak) = R(Ak+1) ⇔ N(Ak) =

N(Ak+1)；这对任意 k都成立。从而要证明 R(Ak+1) = R(Ak+2),只需要证明N(Ak+1) =

N(Ak+2). N(Ak+1) ⊆ N(Ak+2) 已知；对任意 x ∈ N(Ak+2), 则 Ak+2x = 0, 则 Ax ∈
N(Ak+1),则 Ax ∈ N(Ak)，则 Ak+1x = 0,即 x ∈ N(Ak+1)；因此 N(Ak+2) ⊆ N(Ak+1).

3. 我们有不等式的链：rank(A) ≥ rank(A2) ≥ · · · ≥ rank(Ak) ≥ rank(Ak+1) ≥ · · · ; 而
且上一小题已经证明了，若某一个 ≥ 取等号，那么从它往后的所有 ≥ 都取等号；所
以这些 ≥ 中，最多只有开始的 rank(A) 个可能取严格的 >。考虑到 rank(A) ≤ n，

若 rank(A) = n，那么 A 可逆，且所有的 Ak 都可逆，因此 rank(Ak) = n, 对任
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意的 k ≥ 1; 若 rank(A) < n，那么至多有 n 个严格的 >，因此存在 k ≤ n 使得

rank(Ak) = rank(Ak+1) = · · ·。因此，若存在 p 使得 Ap = 0, 那么存在 k ≤ n 使得

rank(Ak) = rank(Ap) = 0, 即 Ak = 0, 那么 An = AkAn−k = 0.

练习 2.4.25 (Kirchhoff电流定律). 对练习 2.1.222.1.22中的电路网络，令 MG 为对应的关联矩阵．根

据 Kirchhoff 电流定律，求 MG 左零空间的一组基．

证明: 我们要求的就是 MT
Gx = 0 的解。在已知 MG 的情况下，这仅仅是高斯消元法的实践操

作而已，我们忽略具体过程，给出一组基仅供参考。

(a) x6, x7, x8 是自由变元，MT
G 零空间的一组基是

1

−1

1

1

−1

1

0

0


,



0

−1

1

0

0

0

1

0


,



−1

1

−1

−1

0

0

0

1


.

(b) x6, x7, x8, x9 是自由变元，MT
G 零空间的一组基是

1

1

−1

−1

1

1

0

0

0



,



0

1

−1

0

0

0

1

0

0



,



0

0

0

−1

1

0

0

1

0



,



0

1

−1

−1

1

0

0

0

1


(c) x8, x9 是自由变元，MT

G 零空间的一组基是

0

0

−1

−1

−1

−1

−1

1

0



,



0

0

0

0

−1

−1

−1

0

1


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• x5, x6, x7, x8, x9, x10 是自由变元，MT
G 零空间的一组基是

1

1

1

1

1

0

0

0

0

0



,



−1

−1

−1

0

0

1

0

0

0

0



,



0

1

1

0

0

0

1

0

0

0



,



0

−1

−1

−1

0

0

0

1

0

0



,



0

0

1

1

0

0

0

0

1

0





1

1

0

0

0

0

0

0

0

1



练习 2.4.26. 在例 2.4.7 中，有结论 rank(MT
GR

−1MG) = rank(MG)，其中 R−1 为对角元素都

大于零的对角矩阵．根据下列思路证明该结论：

1. 若 yTR−1y = 0，则 y = 0．

2. MGx = 0，当且仅当 MT
GR

−1MGx = 0．

3. rank(MT
GR

−1MG) = rank(MG)．

证明: 1. 令 R = diag(r1, r2, · · · , rn), ri > 0. 设 y =
[
y1 · · · yn

]T
, 则 yTR−1y =∑n

i=1 r
−1
i y2i . 若 yTR−1y = 0, 即

∑n
i=1 r

−1
i y2i = 0, 则 y1 = · · · = yn = 0.

2. 当MGx = 0时，显然有MT
GR

−1MGx = 0. 反之，若MT
GR

−1MGx = 0,则 (MGx)
TR−1(MGx) =

xTMT
GR

−1MGx = 0. 由上一小题知 MGx = 0.

3. 上一小题实际上证明了N(MG) = N(MT
GR

−1MG),由维数公式就可以得到 rank(MT
GR

−1MG) =

rank(MG).
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第三章 内积和正交性

3.1 基 本 概 念

练习 3.1.1. 证明命题 3.1.3: 向量内积满足如下性质：

1. 对称：aTb = bTa;

2. 双线性：aT(k1b1 + k2b2) = k1a
Tb1 + k2a

Tb2, (k1a1 + k2a2)
Tb = k1a

T
1 b+ k2a

T
2 b.

3. 正定：aTa ≥ 0, 且 aTa = 0 当且仅当 a = 0.

证明: 1. 设 a =


x1
...

xn

 , b =


y1
...

yn

, 那么

aTb =
[
x1 · · · xn

]
y1
...

yn

 = x1y1 + · · ·+ xnyn

bTa =
[
y1 · · · yn

]
x1
...

xn

 = y1x1 + · · ·+ ynxn

从而 aTb = bTa.

2. 我们只证明前半个命题，后半个命题同理。我们设 a =


x1
...

xn

 , b1 =

y1
...

yn

 , , b2 =

z1
...

zn

,

那么

aT(k1b1 + k2b2) =
[
x1 · · · xn

]
k1y1 + k2z1

...

k1yn + k2zn


= x1(k1y1 + k2z1) + · · ·+ xn(k1yn + k2zn)

= k1(x1y1 + · · ·+ xnyn) + k2(x1z1 + · · ·+ xnzn)

= k1a
Tb1 + k2a

Tb2

3. 设 a =


x1
...

xn

, 那么 aTa = x21 + · · ·+ x2n ≥ 0, 且 aTa = 0 当且仅当 x21 + · · ·+ x2n = 0,
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当且仅当 x1 = · · · = xn = 0, 当且仅当 a = 0.

练习 3.1.2. 在 R4 中求向量 a, b 的夹角：

a =


2

1

3

2

 , b =


1

2

−2

1

．1. a =


1

2

2

3

 , b =


3

1

5

1

．2. a =


1

1

1

2

 , b =


3

1

−1

0

．3.

证明: 设 a, b 的夹角为 θ

1. a · b = 2 · 1 + 1 · 2 + 3 · (−2) + 2 · 1 = 0, 所以 θ = π
2 .

2. cos θ = a · b
‖a‖ ‖b‖

=
3 + 2 + 10 + 3√

1 + 4 + 4 + 9 ·
√
9 + 1 + 25 + 1

=
1√
2

, 因此 θ =
π

4
.

3. cos θ = a · b
‖a‖ ‖b‖

=
3 + 1 + (−1) + 0√

1 + 1 + 1 + 4 ·
√
9 + 1 + 1 + 0

=
3√
77

, 因此 θ = arccos 3√
77

.

练习 3.1.3. 求证：

1. 在 Rn 中的非零向量 a, b 夹角为 0，当且仅当存在 k > 0，使得 a = kb．

2. 在 Rn 中的两向量 a, b 正交，当且仅当对任意实数 t，有 ‖a+ tb‖ ≥ ‖a‖．

3. 在 Rn 中的非零向量 a, b 正交，当且仅当 ‖a+ b‖ = ‖a− b‖．

证明: 设 a =


x1

· · ·
xn

 , b =


y1
...

yn


1. a, b 夹角为 0 当且仅当 a · b = ‖a‖ ‖b‖, 当且仅当

(x1y1 + · · ·+ xnyn) = (x21 + · · ·+ x2n)
1/2(y21 + · · ·+ y2n)

1/2.

根据 Cauchy-Schwartz 不等式取等号的条件，当且仅当存在 k 使得 ai = kbi, ∀1 ≤ i ≤
n. 由于 a · b > 0 知 k > 0.

2. • 若 a, b 正交，则任意实数 t，有 ‖a+ tb‖ = (‖a‖2 + ‖tb‖)1/2 ≥ ‖a‖．

• 若 a, b 不正交，则 a · b 6= 0, 那么不等式 2ta · b+ t2b · b < 0 有解，我们任取

一个解 t0, 那么

‖a+ t0b‖ = (‖a‖2 + 2t0a · b+ t20b · b)1/2 < ‖a‖ .

3. ‖a+ b‖ = ‖a− b‖ ⇔ (a+ b) · (a+ b) = (a− b) · (a− b) ⇔ a · b = 0.

练习 3.1.4. 证明推论 3.1.5：‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖．
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证明: 设 a =


x1
...

xn

 , b =


y1
...

yn

, 则

‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖ ⇔
n∑
i=1

(xi + yi)
2 ≤

( n∑
i=1

x2i

)1/2

+

(
n∑
i=1

x2i

)1/2
2

⇔
n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑
i=1

x2i

)1/2( n∑
i=1

x2i

)1/2

由 Cauchy-Schwartz 不等式知命题成立。

练习 3.1.5 (Cauchy-Schwarz 不等式的其他证明).

1. 先证明 a, b 都是单位向量的情形：
∣∣aTb

∣∣ ≤ 1，且等号成立当且仅当 a = ±b．再由单

位向量的情形推广到一般的情形．

2. 根据内积的正定性，对任意实数 t，都有 (a+ tb)T(a+ tb) = aTa+2taTb+ t2bTb ≥ 0．

利用判别式证明结论．

证明: 设 a =


x1
...

xn

 , b =


y1
...

yn

,

1. 若 a, b 都是单位向量，则
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

y2i = 1.

aTb =
n∑
i=1

xiyi ≤
n∑
i=1

x2i + y2i
2

= 1 = ‖a‖ ‖b‖ .

对于非零向量 a, b, 设 ã =
a

‖a‖
, b̃ =

b

‖b‖
，则 ã, b̃ 都是单位向量，因此 ãTb̃ ≤ 1, 即

aTb ≤ ‖a‖ ‖b‖.

2. 这是一个关于 t 的二次多项式，由于它大于等于零恒成立，所以

• 要么 bTb = aTb = 0,aTa ≥ 0，即 b = 0;

• 要么 bTb > 0, (2aTb)2 − 4aTabTb ≤ 0, 即 b 6= 0 且 aTb ≤ ‖a‖ ‖b‖.

练习 3.1.6. 给定 a ∈ R3．计算 a与坐标向量 e1, e2, e3的夹角的余弦，并计算这三个余弦值的平方和．

证明: 设 a =


x

y

z

, a 与 e1, e2, e3 的夹角分别为 θ1, θ2, θ3. 则

cos θ1 =
aTe1
‖a‖

=
x√

x2 + y2 + z2
, cos θ2 =

y√
x2 + y2 + z2

, cos θ3 =
z√

x2 + y2 + z2
.

那么 cos2 θ1 + cos2 θ2 + cos2 θ3 = 1.
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练习 3.1.7. 设 ‖a‖ = 3, ‖b‖ = 4，确定 ‖a− b‖ 的取值范围．

证明: ‖a− b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2aTb. 根据 Cauchy-Schwartz 不等式，

−‖a‖ ‖b‖ ≤ aTb ≤ ‖a‖ ‖b‖

因此 9 + 16− 24 ≤ ‖a− b‖ ≤ 9 + 16 + 24, 即 1 ≤ ‖a− b‖ ≤ 7.

练习 3.1.8. 设 a =


x

y

z

 , b =


z

x

y

，且 x+ y + z = 0．确定 a, b 夹角的取值范围．

证明: 设 a, b 的夹角为 θ. 那么

cos θ = a · b
‖a‖ ‖b‖

=
xz + yx+ zy

x2 + y2 + z2

x+ y + z = 0 则 x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz = 0, 所以 cos θ = −1

2
. 则 θ =

2π

3

练习 3.1.9.

1. 找到 R4 中的四个两两正交的向量，且每个向量的每个分量只能是 ±1．

2. Rn 中最多有多少个两两正交的向量？

证明: 1. 有很多可能，我们仅给出一个选择：

a1 =


1

1

1

1

 ,a2 =


1

1

−1

−1

 ,a3 =


1

−1

1

−1

 ,a4 =


−1

1

1

−1


2. Rn 中最多有 n 个两两正交的向量。首先，n 个坐标向量两两正交。其次，我们断言

两两正交的向量构成的向量组线性无关，而 Rn 中线性无关的向量组至多有 n 个向量，

所以 Rn 中两两正交的向量至多有 n 个。现在我们来证明断言：假设 a1, · · · ,ar 两两
正交，且 x1a1 + · · ·+ xrar = 0, 对任意 i, aT

i (x1a1 + · · ·+ xrar) = 0, 即 xi = 0, ∀i.

练习 3.1.10.

1. 找到 R2 中的三个向量，使它们之间两两内积为负．

2. 找到 R3 中的四个向量，使它们之间两两内积为负．

3. Rn 中最多有多少个向量，使它们之间两两内积为负？

证明: 1. 例如 a1 =

[
1

0

]
,a2 =

[
−1

2√
3
2

]
,a3 =

[
−1

2

−
√
3
2

]

2. 例如 a1 =


1

0
1

100

 ,a2 =


−1

2√
3
2
1

100

 ,a3 =


−1

2

−
√
3
2

1
100

 ,a4 =


0

0

−1


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3. 受前两问的启发我们可以猜测，最多有 n + 1 个向量它们之间两两内积为负。接下来

我们证明这一点。

• 首先，不能有 n + 2 个向量它们之间两两内积为负。我们用反证法：假设

a1, · · · ,an+1,an+2 两两内积为负。由于 a1, · · · ,an+1 线性相关，就存在不全

为零的 x1, · · · , xn+1 使得 x1a1+ · · ·+xn+1an+1 = 0; 若 x1, · · · , xn+1 中既有

大于零的项，又有小于零的项，那么不失一般性，我们不妨假设 x1, · · · , xr >
0, xr+t, · · · , xn+1 < 0, 那么

x1a1 + · · ·+ xrar = −(xr+tar+t + · · ·+ xn+1an+1).

等式两边同时跟等式左边做内积，就有

0 ≤ (x1a1 + · · ·+ xrar) · (x1a1 + · · ·+ xrar)

= −(x1a1 + · · ·+ xrar) · (xr+tar+t + · · ·+ xn+1an+1).

但是上式最右边 =
r∑
i=1

n+1∑
j=r+t

(−xixj)ai · aj < 0,矛盾。所以所有系数同时大于

等于零或者同时小于等于零，我们不妨设 xi ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ n+ 1. 那么

0 = (x1a1 + · · ·+ xn+1an+1) · an+2 =
n+1∑
i=1

xiai · an+2 < 0,

同样矛盾。

• 我们证明存在 n+1 个向量它们之间两两内积为负。我们对 n 用归纳法。n =

1, 2 时，已经给出了具体构造。假设 Rn 中存在 n+1 个向量它们之间两两内

积为负，设为 a1, · · · ,an+1, 我们取

bi =

[
ai

ϵ

]
, 1 ≤ i ≤ n+ 1, bn+2 =

[
0

−1

]

其中 ϵ > 0 待定. 对 1 ≤ i ≤ n + 1, bi · bn+2 = −ϵ < 0. 对 1 ≤ i, j ≤ n + 1,
bi · bj = ai · aj + ϵ2, 因此我们只需要取 ϵ 满足

0 < ϵ < min{−ai · aj : 1 ≤ i, j ≤ n+ 1, i 6= j}

即可。这就完成了归纳。

练习 3.1.11. 在 R4 中求一单位向量与下列向量正交：

a1 =


1

1

−1

1

 , a2 =


1

−1

−1

1

 , a3 =


2

1

1

3

 .
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证明: 设 x =


x1

x2

x3

x4

 与 a1,a2,a3 正交，当且仅当 ai · x = 0, i = 1, 2, 3, 即


1 1 −1 1

1 −1 −1 1

2 1 1 3

x = 0

解方程组即得零空间的一组基是 x =


−4

3

0

−1
3

1

，然后我们单位化，可得所求向量为 ±


− 4√

26

0

− 1√
26

3/
√
26


练习 3.1.12. 设 a1,a2, . . . ,an 是 Rn 的一组标准正交基，证明，

1. 如果 bTai = 0 (i = 1, 2, . . . , n)，则 b = 0．

2. 如果 bT
1 ai = bT

2 ai (i = 1, 2, . . . , n)，则 b1 = b2．

证明: 1. 我们可以把 b 写成 b = x1a1 + · · · + xnan, 由于 bTai =
∑n

j=1 xja
T
j ai = xi, 故

所有的 x1, · · · , xn 都是零。因此 b = 0.

2. 考虑 b = b1 − b2, 则 bTai = 0(i = 1, 2, · · · , n), 由上一小题，b = 0, 所以 b1 = b2.

练习 3.1.13. 设 a1,a2,a3 是 R3 的一组标准正交基，证明下列向量组也是一组标准正交基：

b1 =
1

3
(2a1 + 2a2 − a3), b2 =

1

3
(2a1 − a2 + 2a3), b3 =

1

3
(a1 − 2a2 − 2a3).

证明: 这等价于证明 B =
[
b1 b2 b3

]
是正交矩阵，即 BTB = I3. 事实上

B =
1

3

[
a1 a2 a3

]
2 2 1

2 −1 −2

−1 2 −2


所以

BTB = 1
9


2 2 1

2 −1 −2

−1 2 −2


T 

aT
1

aT
2

aT
3

[a1 a2 a3

]
2 2 1

2 −1 −2

−1 2 −2


= 1

9


2 2 −1

2 −1 2

1 −2 −2




2 2 1

2 −1 −2

−1 2 −2


= I3
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练习 3.1.14. 设 a1,a2,a3,a4,a5 是 R5 的一组标准正交基，令

b1 = a1 + a5, b2 = a1 − a2 + a4, b3 = 2a1 + a2 + a3.

求 Span(b1, b2, b3) 的一组标准正交基．

证明:
c1 = b1

c2 = b2 −
b2 · c1
c1 · c1

c1 = 1
2a1 − a2 + a4 − 1

2a5

c3 = b3 −
b3 · c1
c1 · c1

c1 −
b3 · c2
c2 · c2

c2 = a1 + a2 + a3 − a5

然后我们做单位化即可得到 Span(b1, b2, b3) 的一组标准正交基：
a1 + a5√

2
,

a1 − 2a2 + 2a4 − a5√
10

,
a1 + a2 + a3 − a5

2

练习 3.1.15. 求齐次线性方程组{
2x1+x2−x3+x4−3x5 =0,

x1+x2−x3 +x5 =0

解空间的一组标准正交基．

这类题目的固定步骤是：先用高斯消元法，求出零空间的一组基，然后用 Gram-Schmidt正
交化，将这组基正交化。

证明: 系数矩阵为
[
2 1 −1 1 −3

1 1 −1 0 1

]
, 它的行简化阶梯型矩阵是

[
1 0 0 1 −4

0 1 −1 −1 5

]
, 零空

间的一组基是

a1 =



0

1

1

0

0


,a2 =



−1

1

0

1

0


,a3 =



4

−5

0

0

1


那么

b1 = a1, b2 = a2 −
b1 · a2

b1 · b1
b1 =



−1
1
2

−1
2

1

0


, b3 = a3 −

b1 · a3

b1 · b1
b1 −

b2 · a3

b2 · b2
b2 =



7
5

−6
5

6
5
13
5

1


将 b1, b2, b3 单位化，就可以得到解空间的一组标准正交基：

0

1/
√
2

1/
√
2

0

0


,



−2/
√
10

1/
√
10

−1/
√
10

2/
√
10

0


,



7/
√
315

−6/
√
315

6/
√
315

13/
√
315

5/
√
315


.
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练习 3.1.16. 利用 Gram-Schmidt 正交化方法求由下列向量线性生成的子空间的标准正交基：

a1 =


2

1

0

1

 , a2 =


0

1

2

2

 , a3 =


−2

1

1

2

．1. a1 =


1

2

−1

0

 , a2 =


1

−1

1

1

 , a3 =


−1

2

1

1

．2.

证明: 1. b1 = a1, b2 = a2 − b1 · a2

b1 · b1
b1 =


−1

1/2

2

3/2

, b3 = a3 − b1 · a3

b1 · b1
b1 − b2 · a3

b2 · b2
b2 =


−2/3

2/3

−1

2/3

. 将 b1, b2, b3 单位化，就可以得到解空间的一组标准正交基：


2/

√
6

1/
√
6

0

1/
√
6

 ,

−2/

√
30

1/
√
30

4/
√
30

3/
√
30

 ,

−2/

√
21

2/
√
21

−3/
√
21

2/
√
21

 .

2. b1 = a1, b2 = a2 −
b1 · a2

b1 · b1
b1 =


4/3

−1/3

2/3

1

, b3 = a3 −
b1 · a3

b1 · b1
b1 −

b2 · a3

b2 · b2
b2 =


−6/5

13/10

7/5

11/10

.

将 b1, b2, b3 单位化，就可以得到解空间的一组标准正交基：
1/
√
6

2/
√
6

−1/
√
6

0

 ,


4/
√
30

−1/
√
30

2/
√
30

3/
√
30

 ,

−12/

√
630

13/
√
630

14/
√
630

11/
√
630

 .

练习 3.1.17. 证明命题 3.1.13：设 M,N 是 Rn 的两个子空间，如果 M ⊆ N, 则 M 的任意一组

标准正交基都可以扩充成 N 的一组标准正交基。

证明: 设 a1, · · · ,ar是M的一组标准正交基，我们首先把它扩充为N的一组基 a1, · · · ,ar,ar+1, · · · ,at.
然后我们对这组基作 Gram-Schmidt 正交化，就得到 N 的一组标准正交基 b1, · · · , bt。我们只
需要说明，对 1 ≤ i ≤ r，我们都有 bi = ai。首先 b1 = a1, 假设对 1 ≤ i ≤ r − 1 都有 bi = ai，

那么 bi+1 是向量

ai+1 −
i∑

j=1

ai+1 · bj
bj · bj

bj
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的单位化；根据归纳假设，对 1 ≤ j ≤ i, bj = aj , 因此 ai+1 · bj = 0, 所以 bi+1 = ai+1 .

练习 3.1.18 (勾股定理的高维推广).

1. 向量 a, b ∈ Rn 围出一个三角形，证明其面积的平方为
1

4

(
‖a‖2 ‖b‖2 − (aTb)2

)
．

2. 两两垂直的向量 a, b, c ∈ Rn 围出一个四面体，证明其斜面上三角形面积的平方等于
其余三个直角三角形面积的平方和．

证明: 1. 设 a, b 夹角为 θ, 那么所求三角形面积为 S = 1
2 ‖a‖ ‖b‖ sin θ. 而 cos θ =

aTb

‖a‖ ‖b‖
, 因此

S2 =
1

4
‖a‖2 ‖b‖2

(
1− cos2 θ

)
=

1

4

(
‖a‖2 ‖b‖2 − (aTb)2

)
2. 记三个直角三角形为 Sa,b, Sa,c, Sb,c, 斜面上的三角形为 S, 那么 S 是由 c−a, b−a 围

出的三角形。因此

S2
a,b =

‖a‖2 ‖b‖2

4
, S2

a,c =
‖a‖2 ‖c‖2

4
, S2

b,c =
‖b‖2 ‖c‖2

4
,

而 S2 =
‖b− a‖2 ‖c− a‖2 − ((b− a)T(c− a))2

4
, a, b, c 两两垂直，那么

S2 =
(‖b‖2 + ‖a‖2)(‖c‖2 + ‖a‖2)− (aTa)2

4
=

‖a‖2 ‖b‖2 + ‖b‖2 ‖c‖2 + ‖a‖2 ‖c‖2

4

所以我们有 S2 = S2
a,b + S2

a,c + S2
b,c.

练习 3.1.19. 取定非零向量 a ∈ Rn，考虑 Rn 上的一个变换，它将每个向量 b 映射到其向直线

Span{a} 正交投影后平行于 a 的部分．

1. 证明这是一个线性变换，其表示矩阵为 A =
aaT

aTa
．

2. 证明 A2 = A,AT = A．

证明: 1. 设 f : Rn → Rn 是题中的映射，那么对任意 b, f(b) = b · a
a · a

a, 我们用矩阵乘法
来表示点积，就有

f(b) =
a(aTb)

aTa
=

aaT

aTa
b

因此结论是明显的。

2. A2 =
aaT

aTa

aaT

aTa
=

(aTa)(aaT)

(aTa)2
= A, AT =

1

aTa
(aaT)T =

1

aTa
aaT = A.

练习 3.1.20 (内积决定转置). 求证：设 m × n 矩阵 A 和 n × m 矩阵 B，如果对任意 v ∈
Rm,w ∈ Rn，都有 (Bv)Tw = vT(Aw)，则 B = AT．

证明: 按题意，对任意 v ∈ Rm,w ∈ Rn，都有 vTBTw = vT(Aw). 我们取 v = ei ∈ Rm,w =

fj ∈ Rn 分别是第 i 个和第 j 个单位向量，那么 vTBTw 是 BT 第 j 行第 i 列的元素，vTAw

是 A 第 j 行第 i 列的元素，因此它们相等。由 i, j 的任意性知 B = AT.
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练习 3.1.21 (Riesz 表示定理). 设 f : Rn → R 是线性映射，证明，存在向量 b，使得对任意

a ∈ Rn，都有 f(a) = bTa．

证明: 对 i = 1, 2, · · · , n,令 bi = f(ei), b =


b1
...

bn

,那么对任意 a =


a1
...

an

, a = a1e1+ · · ·+anen.

那么

f(a) =

n∑
i=1

aif(ei) =

n∑
i=1

aibi = bTa.

练习 3.1.22.

1. （平行四边形法则）证明 Rn 中任意平行四边形的两条对角线长度的平方和，等于其四
条边长的平方和．

2. （极化公式）证明 vTw =
1

4

(
‖v +w‖2 − ‖v −w‖2

)
．

附注. 这意味着，长度决定夹角．

设 ‖a‖4 =

(
n∑
i=1

a4i

)1
4

，定义关于 v,w 的二元函数
1

4

(
‖v +w‖24 − ‖v −w‖24

)
．这个

二元函数是否满足内积定义中的对称、双线性、正定三条性质？

设 ‖a‖∞ = max
1≤i≤n

|ai|，定义关于 v,w 的二元函数
1

4

(
‖v +w‖2∞ − ‖v −w‖2∞

)
．这个

二元函数是否满足内积定义中的对称、双线性、正定三条性质？此时，三角不等式和

Cauchy-Schwarz 不等式是否仍然成立？

证明: 1. 假设平行四边形一对相邻的边对应于向量 v,w, 那么两条对角线分别为 v +

w,v −w, 那么要证明的就是 2(‖v‖2 + ‖w‖2) = ‖w − v‖2 + ‖w + v‖2. 这是因为

‖w − v‖2 + ‖w + v‖2 = (w − v) · (w − v) + (w + v)(w + v)

= (‖w‖2 − 2w · v + ‖v‖2) + (‖w‖2 + 2w · v + ‖v‖2)
= 2(‖w‖2 + ‖v‖2)

.

2.

‖v +w‖2 − ‖v −w‖2 = (v +w) · (v +w) + (v −w)(v −w)

= (‖v‖2 + 2v ·w + ‖v‖2)− (‖v‖2 − 2v ·w + ‖w‖2)
= 4v ·w

.

我们记二元函数
1

4

(
‖v +w‖24 − ‖v −w‖24

)
为 H4(v,w). 那么我们显然有

H4(v,w) = H4(w,v); H4(v,v) = ‖v‖ ≥ 0,H4(v,v) = 0当且仅当v = 0.

但是不满足双线性性：例如我们考虑 R2, v =

[
1

1

]
,w =

[
1

0

]
, 那么 H4(v,w) =

√
17− 1

4
, 而

H4(2v,w) =

√
97−

√
17

4
6= 2H4(v,w).
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我们记二元函数
1

4

(
‖v +w‖2∞ − ‖v −w‖2∞

)
为 H∞(v,w). 那么我们显然有

H∞(v,w) = H∞(w,v); H∞(v,v) = ‖a‖∞ ≥ 0,H∞(v,v) = 0当且仅当v = 0.

但是不满足双线性性：例如我们考虑 R2, v =

[
1

1

]
,w =

[
1

0

]
,那么H∞(v,w) =

3

4
,而H∞(2v,w) =

5

4
6= 2H∞(v,w).

3.2 正交矩阵和 QR 分解

练习 3.2.1. 求一个四阶正交矩阵，其中前两个列向量分别为：1

3


1

−2

0

2

 ,
1√
6


−2

0

1

1

．

我们先求出和前两个向量正交的子空间一组基，然后对其做 Gram-Schmidt 正交化。

证明: 设前两个列向量为 a1,a2, 我们先要找出齐次方程组{
a1 · x = 0

a2 · x = 0
即

[
1 −2 0 2

−2 0 1 1

]
x = 0

的零空间的一组基。解方程得：x1 =


1/2

1/4

1

0

 ,x2 =


1/2

5/4

0

1

, 对这两个向量做 Gram-Schmidt 正

交化可得： 
2/
√
21

1/
√
21

4/
√
21

0

 ,


2/
√
126

8/
√
126

−3/
√
126

7/
√
126



练习 3.2.2. 写出元素都是 0 或 1 的所有三阶正交矩阵．

证明: 由于正交矩阵的每一个行向量和列向量都是单位向量，印着符合题意的正交矩阵每一行
每一列都只有唯一的 1. 因此这样的矩阵有 6 个：

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

0 1 0

0 0 1

1 0 0

 ,

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,

0 0 1

0 1 0

1 0 0


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阅读 3.2.3 (Hadamard 矩阵). 给定 n 阶矩阵 A，如果 A 的元素都是 1 或 −1，且 ATA = nIn，

则称 A 是一个 n 阶 Hadamard 矩阵．
显然 Hadamard 是所有元素绝对值相同的正交矩阵的倍数．可以证明 Hadamard 矩阵的阶

只能是 1, 2 或 4k, k = 1, 2, . . .．

然而是否存在 4k 阶 Hadamard 矩阵，还是一个悬而未决的问题，称为 Hadamard 猜想。
Hadamard 矩阵在信号处理中有应用．

练习 3.2.4.

1. 列举所有的一，二阶 Hadamard 矩阵．

2. 说明不存在三阶 Hadamard 矩阵．

3. 找出一个 4 阶 Hadamard 矩阵．

4. 证明如果 A 是 Hadamard 矩阵，则
[
A A

A −A

]
也是 Hadamard 矩阵．以此说明存在

2n 阶 Hadamard 矩阵．

附注. 这与阅读 3.1.23 中的 Haar 小波基相关．

证明: 1. 一阶的有两个:[1], [−1]. 二阶的有[
1 1

1 −1

]
,

[
1 1

−1 1

]
,

[
−1 1

1 1

]
,

[
1 −1

1 1

]
,

[
−1 −1

1 −1

]
,

[
−1 −1

−1 1

]
,

[
1 −1

−1 −1

]
,

[
−1 1

−1 −1

]
.

2. 由于 ATA 的所有元素都是三个 1,−1 的求和，因此是奇数，从而 ATA 的任意分量都

不是 0, 这就不可能是 3In.

3. 如果硬要寻找可能还是比较麻烦，但是第四小题就告诉了我们一种方法，所以我们可

以写出来一个 hadamard 矩阵： 
1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1


4. 若 A 是 Hamamard 矩阵，那么 ATA = nIn, 那么[

A A

A −A

]T [
A A

A −A

]
=

[
AT AT

AT −AT

][
A A

A −A

]
=

[
2ATA 0

0 2ATA

]
=

[
2nIn

2nIn

]
= 2nI2n

由第 2 小题，存在 1, 2 阶的 Hamamard 的矩阵，通过题中的方法，可以将阶数不断地
翻倍，因此存在 2n 阶 Hamamard 矩阵。

练习 3.2.5. 证明，分块上三角矩阵
[
c aT

0 Q

]
是正交矩阵时，必有 c = ±1,a = 0，Q 是正交矩

阵．
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证明: 由题意：
[
c aT

0 Q

]T [
c aT

0 Q

]
= In+1,

左边 =

[
c 0

a QT

][
c aT

0 Q

]
=

[
c2 caT

ca aaT +QTQ

]

那么就得到了：c2 = 1, ca = 0,aaT +QTQ = In, 因此 c = ±1,a = 0, Q 是正交矩阵。

练习 3.2.6. 证明，上三角矩阵是正交矩阵时，必是对角矩阵，且对角元素是 ±1．

法一. 我们对方阵的阶数 n 作归纳。n = 1 结论是显然的；假设命题对 n 成立，那么对于 n+1，

我们对该上三角矩阵作分块：

U =

[
c aT

0 Q

]
其中 Q 是 n 阶上三角矩阵。那么由上一题知：c = ±1,a = 0, Q 是正交矩阵；再由归纳假设，Q

是对角矩阵，对角元素是 ±1. 结合起来就完成了归纳。

证明: 设 U 是对角线为 a1, · · · , an 的上三角矩阵。若 U 是正交阵，则 U−1 = UT。U−1 是对角

线为 a−1
1 , · · · , a−1

n 的上三角矩阵，UT 是对角线为 a1, · · · , an 的下三角矩阵，因此只能是对角
阵，且 a−1

i = ai, i = 1, 2, · · · , n, 因此 ai = ±1.

练习 3.2.7. 对标准基 e1, e2, . . . , en，显然
n∑
i=1

eie
T
i = In．对任意标准正交基 q1, q2, . . . , qn，求

证
n∑
i=1

qiq
T
i = In．

证明: 令 A =

n∑
i=1

qiq
T
i , Q =

[
q1 · · · qn

]
, 那么 Q 是可逆矩阵，且 AQ =

[
Aq1 · · · Aqn

]
注意到，对 j = 1, 2, · · · , n,

Aqj =

(
n∑
i=1

qiq
T
i

)
qj =

n∑
i=1

qi(q
T
i qj) = qj ,

这说明 AQ = Q, 因此 A = In.

练习 3.2.8. 设 a1,a2, . . . ,an 和 b1, b2, . . . , bn 是 Rn 的两组标准正交基，证明存在正交矩阵 Q，

使得 Qai = bi, i = 1, 2, . . . , n．

证明: 我们按题意，把 Q 的要求用矩阵的方式写出来：[
b1 · · · bn

]
=
[
Qa1 · · · Qan

]
= Q

[
a1 · · · an

]
,

这说明 Q = BA−1, 其中 A =
[
a1 · · · an

]
, B =

[
b1 · · · bn

]
.

现在，我们只需要说明 Q = BA−1 是正交矩阵即可，事实上这是因为 A,B 都是正交矩阵，

所以 A−1 也是正交矩阵，BA−1 也是正交矩阵。

练习 3.2.9. 回顾命题 3.2.4，设 a1,a2, . . . ,an 是 Rn 的一组基，考虑下列放松的条件．
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1. A 在一组基上保距，即如果对 i = 1, 2, . . . , n，‖Aai‖ = ‖ai‖，那么 A 是否一定是正交

矩阵？

2. A 在一组基上保内积，即如果对 i, j = 1, 2, . . . , n，Aai 与 Aaj 的内积等于 ai 与 aj

的内积，那么 A 是否一定是正交矩阵？

证明: 1. 不一定，例如我们考虑 R2, a1 =

[
1

0

]
,a2 =

[
0

1

]
, A =

[
1 3/5

0 4/5

]

2. 不一定，例如我们考虑 R2, a1 =

[
1

0

]
,a2 =

[
0

1

]
, A =

[
2 0

0 1/2

]

练习 3.2.10. 设 Hv := In − 2vvT 是 Rn 上反射变换的表示矩阵，Q 是 n 阶正交矩阵，证明

Q−1HvQ 也是某个反射变换的表示矩阵．

证明: Q 是正交矩阵，则 Q−1 = QT. 那么

Q−1HvQ = Q−1(In − 2vvT)Q = In − 2(QTv)(QTv)T,

要说明 Q−1HvQ 只需要 QTv 是单位向量即可；这由正交矩阵的保距性可知。

练习 3.2.11. 证明命题 3.2.6．给定 Rn 中的向量 x,y, 满足 ‖x‖ = ‖y‖, 则存在反射 Hv, 其中
v =

x− y

‖x− y‖
, 使得 Hv(x) = y.

证明: 因为 v 是单位向量，Hv 良定义。我们只需要验证 Hv(x) = y.

Hv(x) = y ⇔ x− 2vvTx = y ⇔ x− y = 2vvTx

注意到 x− y = ‖x− y‖v, 我们有

Hv(x) = y ⇔ ‖x− y‖ = 2vTx ⇔ ‖x− y‖2 = 2(xT − yT)x

我们利用 ‖x‖ = ‖y‖, 就有

‖x− y‖ = xTx− 2yTx+ yTy = 2xTx− 2yTx = 2(xT − yT)x.

练习 3.2.12. 计算 QR 分解：
−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1

．1.


1 1 1

0 1 1

0 0 1

．2.


1 0 0

1 1 0

1 1 1

．3.

对矩阵作 QR 分解其实就是把 Gram-Schmidt 正交化的过程用矩阵写下来。当然，对于特
殊的矩阵，如果我们能瞪眼看出结果，那么也没有必要去计算.

证明: 我们记 A =
[
a1 a2 a3

]
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1. 简单观察就知道 A 的三列两两正交，因此可以直接写出结论

A = QR, 其中Q =
1

3
A, ,R = 3I3.

2. 不需要观察和计算就知道 A = QR, 其中 Q = I3, R = A.

3. q̃1 = a1, q̃2 = a2 −
a2 · q̃1
q̃1 · q̃1

q̃1 =


−2/3

1/3

1/3

 , q̃3 = a3 −
a3 · q̃1
q̃1 · q̃1

q̃1 −
a3q̃2
q̃2 · q̃2

q̃2 =


0

−1/2

1/2


因此

Q =

[
q̃1
‖q̃1‖

q̃2
‖q̃2‖

q̃3
‖q̃3‖

]
=


1/
√
3 −2/

√
6 0

1/
√
3 1/

√
6 −1/

√
2

1/
√
3 1/

√
6 1/

√
2



R = diag(‖q̃‖i)


1

a2 · q̃1
q̃1 · q̃1

a3 · q̃1
q̃1 · q̃1

1
a3 · q̃2
q̃2 · q̃2

1

 =


√
3 2/

√
3 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
6

0 0 1/
√
2



练习 3.2.13. 设向量组 v1,v2, . . . , vk 线性无关，首先令 q1 为与 v1 平行的单位向量，然后令

q2 为二维子空间 Span{v1,v2} 中垂直于直线 Span{v1} 的单位向量，再令 q3 为三维子空间

Span{v1,v2,v3} 中垂直于平面 Span{v1,v2} 的单位向量，以此类推．这样得到的 q1, q2, . . . , qk

与 Gram-Schmidt 正交化得到的结果是否一致？如果有区别的话，区别在哪里？从 QR 分解的
角度如何解释？

证明: 这样得到的 bmq1, · · · , qk 和 Gram-Schmidt 正交化得到的结果未必一致，这是因为每一
次计算 qi 时，我们都有两个选择，这两个选择相差 −1 倍。这也是唯一的区别。从 QR 分解的

角度看，我们把 Q 的某些列变成原来的 −1 倍，得到的新矩阵依然是正交矩阵，并且它的前 i

列张成的子空间也没有改变。

练习 3.2.14 (QR 分解的其他理解). 考虑 A =


1 0

−2 5

0 1

 的列向量围出的平行四边形．
1. 通过列变换，把第一列的若干倍加到第二列，使得平行四边形变成长方形．这对应着

A 右乘哪个矩阵？

2. 通过旋转和反射，把平行四边形的第一条边变到 x1 轴正半轴上，第二条边变到 x1x2

平面中 x2 > 0 的那一半．这对应着 A 左乘哪个正交矩阵？

证明: • 对应着 A 右乘一个倍加矩阵

[
1 a

0 1

]
, 其中 a 满足


1

−2

0

 ·


a

−2a+ 5

1

 = 0, 解得

a = 2.
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• 当我们做完这一步的操作，那么第一步的操作就等价于将第二条边变到 x2 轴正半轴。

因为 A

[
1 2

0 1

]
=


1 2

−2 1

0 1

, 所以 A 左乘的正交矩阵 P 满足

P


1/

√
5 2/

√
6

−2/
√
5 1/

√
6

0 1/
√
6

 =


1 0

0 1

0 0

 , 即


1/
√
5 2/

√
6

−2/
√
5 1/

√
6

0 1/
√
6

 = PT


1 0

0 1

0 0



那么 PT 的前两列是


1/
√
5

−2/
√
5

0

 ,

2/
√
6

1/
√
6

1/
√
6

. 再利用 PT 是正交矩阵知，它第三列是和

前两列正交的单位向量，解得第三列为 ±


2/
√
30

1/
√
30

−5/
√
30

，所以

P =


1/
√
5 −2/

√
5 0

2/
√
6 1/

√
6 1/

√
6

±2/
√
30 ±1/

√
30 ∓5/

√
30



练习 3.2.15. 证明若矩阵列满秩，则其简化 QR 分解唯一．提示. 可以利用练习 3.2.63.2.6．

证明: 假设 A 列满秩，A = Q1R1 = Q2R2 是它的两个 QR 分解，则 Q1, Q2 的列向量是两两正

交的单位向量，R1, R2 是对角线为正的上三角矩阵，那么 QT
2Q1 = QT

2Q2R2R
−1
1 = R2R

−1
1 . 这

里 R−1
1 也是对角线为正的上三角矩阵。

(QT
2Q1)

T(QT
2Q1) = QT

1Q2Q
T
2Q1 = In

因此 QT
2Q1 是正交矩阵，从而 R2R

−1
1 也是正交矩阵。利用练习 3.2.63.2.6可知 R2R

−1
1 = In, 即

R2 = R1, 进而 Q1 = Q2.

练习 3.2.16. 证明任意 n 阶正交矩阵可以表示成不多于 n 个反射的乘积．

证明: 我们对维数 n 做归纳。n = 1 时，结论是显然的。假设命题对任意 n 阶正交矩阵成立，现

在我们考虑 n+ 1.

• 若对任意 v ∈ Rn+1, Av = v，那么命题也是显然的：此时 A = In+1.

• 若存在 v ∈ Rn+1，使得 Av 6= v，不妨设 ‖v‖ = 1. 令 v′ =
v −Av

‖Av − v‖
，由题 3.2.10

知 Hvv = Av。我们把 v 扩张成 Rn+1 的一组标准正交基 v,v2, · · · ,vn+1，令 P =[
v v2 · · · vn+1

]
。因为 (HvA)(v) = v, 那么

HvAP = P

[
1 aT

0 B

]
, 即

[
1 aT

0 B

]
= PTHvAP
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所以

[
1 aT

0 B

]
是正交矩阵，根据练习 3.2.53.2.5知 a = 0, B 是正交矩阵。那么根据归纳

假设，存在 k ≥ n, 以及单位向量 w1, · · · ,wk ∈∈ Rn 使得 B = Hw1 · · ·Hwk
. 令

w′
i =

[
0

wi

]
, i = 1, · · · , k 那么

[
1 0

0 Hwi

]
= Hw′

i
.

PTHvAP = Hw′
1
· · ·Hw′

k
, 即A = Hv(PHw′

1
PT) · · · (PHw′

k
PT).

根据练习 3.2.103.2.10知 PHw′
i
PT 也都是反射。这就完成了归纳。

练习 3.2.17. 设 a1,a2, . . . ,as 和 b1, b2, . . . , bs 是 Rn 的两个向量组，证明，存在正交矩阵 Q，

使得 Qai = bi, i = 1, 2, . . . , s，当且仅当 aT
i aj = bT

i bj , i, j = 1, 2, . . . , s．

提示. 化简成两个向量组均为线性无关向量组的情形，再用练习 3.2.153.2.15．

证明: • 若存在正交矩阵 Q，使得 Qai = bi, i = 1, 2, . . . , s，则 aT
i aj = bT

i Q
TQbj =

bT
i bj , i, j = 1, 2, . . . , s．

• 反之，假设 aT
i aj = bT

i bj , i, j = 1, 2, . . . , s．我们先证明：ai1 , · · · ,air 线性无关，当且仅当
bi1 , · · · , bir 线性无关。令 Ar =

[
ai1 · · · air

]
, Br =

[
bi1 · · · bir

]
. 则 ai1 , · · · ,air

线性无关当且仅当 Ar 列满秩，当且仅当 AT
r Ar 可逆；注意到 AT

r Ar = BTBr, 所以
ai1 , · · · ,air 线性无关，当且仅当 bi1 , · · · , bir 线性无关。我们取 a1, · · · ,as 的一个极
大线性无关组，不妨设为 a1, · · · ,ar，那么当且仅当 b1, · · · , br 也是 b1, · · · , bs 的极大
线性无关组。我们再来证明：若 aj = x1a1 + · · ·+ xrar, 则 bj = x1b1 + · · ·+ xrbr. 由
于我们选取了极大线性无关组，因此存在唯一的线性表出：bj = y1b1 + · · ·+ yrbr，即

Br


y1
...

yr

 = bj , 那么


y1
...

yr

 = (BT
r Br)

−1BT
r bj = (AT

r A)
−1Araj =


x1
...

xr


这说明若正交矩阵 Q满足 Qai = bi, i = 1, · · · , r,则 Qai = bi, i = 1, · · · s. 所以我们不
妨设 a1, · · · ,as 和 b1, · · · , bs 都线性无关。即 A =

[
a1 · · · as

]
, B =

[
b1 · · · bs

]
,

我们作 QR分解：A = Q1R1, B = Q2R2,那么由题意，ATA = BTB，即 RT
1R1 = RT

2R2,
所以 (RT

2 )
−1RT

1 = R2R
−1
1 = (R1R

−1
2 )T; 这说明 R2R

−1
1 是正交矩阵，且是对角线为正

的上三角矩阵，所以只能是单位阵，即 R2 = R1. 这个时候，我们取 Q = Q2Q
T
1 即可。

练习 3.2.18 (保角变换). 设可逆矩阵 A 对应的线性变换保持向量之间的夹角不变．

1. 对 A 进行 QR 分解，证明 R 也保持向量之间的夹角不变．

2. 证明 R 为对角矩阵．
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3. 证明 R = kIn，这里 k 为常数．由此得到，A 必是某个正交矩阵的倍数．

证明: 证明: 1. 因为A保持夹角，所以对任意非零向量 a, b,我们有 (Aa) · (Ab)
‖Aa‖ ‖Ab‖

=
a · b

‖a‖ ‖b‖
,

那么
a · b

‖a‖ ‖b‖
=

aTRTQTQRb

‖QRa‖ ‖QRb‖
=

aTRTRb

‖Ra‖ ‖Rb‖
=

(Ra) · (Rb)
‖Ra‖ ‖Rb‖

2. 考虑 R 的列向量 a1 = Re1, · · · ,an = Ren，由保角性知 ai · aj = 0(i 6= j). 取 i = 1

知 R 第一行除了第一列以外全是零；再取 i = 2 知知 R 第二行除了第二列以外全是

零，以此类推；即可得 R 是对角矩阵。

3. 设 R = diag(k1, · · · , kn), ki > 0, i = 1, 2. · · · , n. 当 i 6= j 时，(ei + ej) · (ei − ej) = 0,
故 (Rei +Rej) · (Rei −Rej) = 0, 这就得到 k2i = k2j，所以 ki = kj .

练习 3.2.19. 设 a1,a2, . . . ,am 是 Rn 中的 m 个向量，定义矩阵

G(a1,a2, . . . ,am) :=


aT
1 a1 aT

1 a2 · · · aT
1 am

aT
2 a1 aT

2 a2 · · · aT
1 am

...
...

...

aT
ma1 aT

ma2 · · · aT
mam

 ,

称为 a1,a2, . . . ,am 的 Gram 矩阵．证明：

1. a1,a2, . . . ,am 是正交单位向量组当且仅当 G(a1,a2, . . . ,am) = Im．

2. Gram矩阵 G = G(a1,a2, . . . ,am)是 m阶对称矩阵，且对任意 x ∈ Rm，都有 xTGx ≥
0．

3. a1,a2, . . . ,am 线性无关当且仅当 G = G(a1,a2, . . . ,am) 可逆，也等价于对任意非零

x ∈ Rm，都有 xTGx > 0．

证明: 1. a1,a2, . . . ,am 是正交单位向量组当且仅当

aT
i aj =

{
0 i 6= j

1 i = j

当且仅当 G(a1,a2, . . . ,am) = Im.

2. 令 A =
[
a1 · · · am

]
, 则 G(a1,a2, . . . ,am) = ATA, 故 G 是对称矩阵，且对任意

x ∈ Rm，都有
xTGx = (Ax)T(Ax) ≥ 0.

3. a1,a2, . . . ,am线性无关当且仅当Ax = 0只有零解；当且仅当对任意非零 x, (Ax)T(Ax) >

0，此时 Gx = 0 只有零解，所以 G 可逆。反之若 G 可逆，则 ATAx = Gx = 0 只有

零解, 则 Ax = 0 只有零解。
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3.3 子空间和投影

练习 3.3.1. 设 M 是如下齐次线性方程组的解空间：
2x1+x2+3x3− x4 =0,

3x1+ 2x2 − 2x4 =0,

3x1+x2+9x3− x4 =0,

分别求 M 和 M⊥ 的一组标准正交基．

证明: 系数矩阵 A =


2 1 3 −1

3 2 0 −2

3 1 9 −1

, 则 rref(A) =


1 0 6 0

0 1 −9 −1

0 0 0 0

 那么 M 的一组基为


−6

9

1

0

 ,

0

1

0

1

, M⊥ 的一组基为


1

0

6

0

 ,


0

1

−9

−1

, 直接做 Gram-Schmidt 正交化即可：为了计算简单，

我们其实稍微做了点变化；

• M 的一组标准正交基为


0

1/
√
2

0

1/
√
2

 ,

−12/

√
310

9/
√
155

2/
√
310

−9/
√
310

；

• M⊥ 的一组标准正交基为


2/
√
15

1/
√
15

3/
√
15

−1/
√
15

 ,

−5/

√
93

−4/
√
93

6/
√
93

4/
√
93

 ,

练习 3.3.2. 设 R4 中的向量 a1 =


1

1

0

1

 ,a2 =


0

1

1

0

 生成子空间 M = Span(a1,a2)，求 M⊥ 的一

组标准正交基．

证明: 我们需要先解方程组：
{

a1 · x = 0

a2 · x = 0
也就是求出矩阵

[
1 1 0 1

0 1 1 0

]
零空间的一组基，然

后做Gram-Schmidt正交化。我们省略过程，按照标准程序求出来零空间的一组基为


1

−1

1

0

 ,

−1

0

0

1

.
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这两个向量已经正交了，直接单位化即可，因此 M⊥ 的一组标准正交基为
1/
√
3

−1/
√
3

1/
√
3

0

 ,

−1/

√
2

0

0

1/
√
2



练习 3.3.3.

1. 设 A =


1 2

1 3

1 2

 , B =


5 4

6 3

5 1

，求两个矩阵列空间的交集中的一个非零向量；由此判断
两个列空间是否正交．

2. 求标准正交基 v1,v2,v3，使得 v1 ∈ R(A) ∩ R(B)，v1,v2 ∈ R(A)，且 v1,v3 ∈ R(B)．

3. 求一组向量 x,y，使得 Ax = By，并计算
[
A −B

] [x
y

]
．

4. 求
[
A −B

]
零空间的一组基，并求所有的 x,y，满足 Ax = By．

证明: 1. 因为 R(A) = N(AT)⊥,R(B) = N(BT)⊥,那么 R(A)∩R(B)就是和N(AT),N(BT)

都正交的向量。直接解方程组可得N(AT) = Span




1

0

−1


 ,N(BT) = Span




1

−5
3

1


,

因此 R(A) ∩R(B) 就是矩阵

[
1 0 −1

1 −5
3 1

]
的零空间，即 Span



1
6
5

1


。这两个列空

间不正交，因为正交的子空间的交集 {0}.

2. 我们可以先取 w1 =


1
6
5

1

 ,w2 =


0

1

0

 ,w3 =


4

3

1

, 然后再做 Gram-Schmidt 正交化即

可，那么

v1 =


5/
√
86

6/
√
86

5/
√
86

 ,v2 =


3/
√
43

−5/
√
43

3/
√
43

 ,v3 =


1/
√
2

0

−1/
√
2


3. 因为 Ax ∈ R(A), By ∈ R(B), 所以 Ax = By ∈ R(A) ∩ R(B), 所以我们不妨令

Ax = By =


5

6

5

, 那么解得 x =

[
3

1

]
,y =

[
1

0

]
, 并且

[
A −B

] [x
y

]
= Ax−By = 0.
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4. 由于 R(A)∩R(B) = Span



1
6
5

1


，因此 [

A −B
]
的一组基为


3

1

1

0

, 所有满足 Ax =

By 的 x,y 即为

(
k

[
3

1

]
, k

[
1

0

])
, k ∈ R.

练习 3.3.4.

1. R5 中的两个三维子空间是否可能正交？

2. 设 A =



0 1

0 1

0 0

0 1

0 1

0


，则 R(A) 和 N(A) 是否正交？是否互为正交补？

证明: 1. 不可能，因为 dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2) − dim(V1 + V2) ≥ 1, 从而
V1 ∩ V2 6= {0}.

2. 直接计算：R(A) = Span(e1, e2, e4, e5),N(A) = Span(e1, e4), 它们不正交。

练习 3.3.5. 设 6 阶方阵 A 满足 A3 = 0，它的秩最大为多少？举例说明．在 A,A2 的行空间、

列空间、零空间和左零空间之中，哪些互相正交？

证明: 根据不等式 rank(XY ) ≥ rank(X) + rank(Y )− n 可得:

0 = rank(A3) ≥ rank(A2) + rank(A)− 6 ≥ rank(A) + rank(A)− 6 + rank(A)− 6,

所以 rank(A) ≤ 4. 事实上，取 A =



0 1

0 1

0 0

0 1

0 1

0


，就有 A3 = 0, rank(A) = 4.

• R(A) = Span(e1, e2, e4, e5),N(A) = Span(e1, e4),R(AT) = Span(e2, e3, e5, e6),N(AT ) =

Span(e3, e6)

• R(A2) = Span(e1, e4),N(A) = Span(e1, e2, e4, e5),R((A2)T) = Span(e3, e6),N((A2)T ) =

Span(e2, e3, e5, e6)

哪些子空间互相正交请自行判断。

练习 3.3.6. 设 Rn的子空间M = Span(a1,a2, . . . ,as)，证明，M⊥ =
{
b ∈ Rn : bTai = 0, i = 1, 2, . . . , s

}
．
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证明: 我们先明确一下定义：

M⊥ :=
{
x ∈ Rn : xTa = 0, ∀a ∈ M

}
.

我们记 N =
{
b ∈ Rn : bTai = 0, i = 1, 2, . . . , s

}
.

• 任取 x ∈ M⊥, 由于 ai ∈ M, 那么 xTai = 0, 这说明 x ∈ N；即 M⊥ ⊆ N.

• 任取 x ∈ N 以及 a ∈ M. 因为 M = Span(a1, · · · ,as)，那么 a = y1a1 + · · ·+ ysas, 所
以

xTa =
s∑
i=1

yix
Tai = 0

这说明 x ∈ M⊥，即 N ⊆ M⊥.

练习 3.3.7. 对向量组 {v1,v2, . . . , vk}，定义 {v1,v2, . . . , vk}⊥ 为与这些向量都正交的向量所构
成的子集．

1. 证明 {v1,v2, . . . , vk}⊥ 是一个子空间．

2. 构造矩阵 A，使得 N(A) = {v1,v2, . . . , vk}⊥．

3. 证明 ({v1,v2, . . . , vk}⊥)⊥ = Span(v1,v2, . . . , vk)．

证明: • 记 W = {v1,v2, . . . , vk}⊥. 对任意 w ∈ W,a ∈ R, (aw)Tvi = a(wTwi) = 0, 所
以 aw ∈W ;对任意w1,w2 ∈W , (w1+w2)

Tvi = wT
1 vi+wT

2 vi = 0,所以w1+w2 ∈W .
这说明 W 是子空间。

• 令 A =


vT
1

...

vT
k

. 那么

x ∈ N(A) ⇔ Ax = 0 ⇔


vT
1 x
...

vT
k x

 = 0 ⇔ x ∈ {v1,v2, . . . , vk}⊥

• ({v1,v2, . . . , vk}⊥)⊥ = (N(A))⊥ = R(AT) = Span (v1,v2, . . . , vk).

练习 3.3.8. 集合运算有 De Morgan 定律：对给定集合的两个子集 X,Y，X ∩Y 的补集等于 X

的补集与 Y 的补集的并集；X ∪ Y 的补集等于 X 的补集与 Y 的补集的交集．子空间是否也有

类似的法则呢？设 Rm 的两个子空间 M,N，不妨设存在矩阵 A,B，使得 M = R(A),N = R(B)．

1. M+N 是哪个矩阵的列空间？因此，(M+N)⊥ 是该矩阵的什么空间？

2. M⊥,N⊥,M⊥ ∩N⊥ 分别是哪个矩阵的零空间？

3. 证明 De Morgan 定律的子空间版本：(M+N)⊥ = M⊥ ∩N⊥, (M ∩N)⊥ = M⊥ +N⊥．

证明: 1. M+N 是矩阵
[
A B

]
的列空间, (M+N)⊥ 是该矩阵的左零空间。

2. M⊥,N⊥,M⊥ ∩N⊥ 分别是矩阵 A,B,
[
A B

]
的左零空间。
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3. • x ∈ (M+N)⊥ ⇔ ∀v ∈ M,w ∈ N,x · v = 0,x ·w = 0 ⇔ x ∈ M⊥ ∩N⊥

• 将前一个结论中的 M,N 分别换成 M⊥,N⊥，我们有

(M⊥ +N⊥)⊥ = (M⊥)⊥ ∩ (N⊥)⊥ = M ∩N

再取正交即有 (M ∩N)⊥ = M⊥ +N⊥.

练习 3.3.9. 设 a1 =


2

−1

−2

 ,a2 =


2

2

1

 ,M = Span(a1,a2) 是 R3 的子空间，求 b =


1

1

1

 在 M

上的正交投影．

证明: 瞪眼一看，a1,a2 线性无关，那么我们就可以套公式了：令 A =
[
a1 a2

]
, 那么求 b 在

M 上的正交投影为

A(ATA)−1ATb =


8/9

11/9

7/9



练习 3.3.10. 设 L 是 R3 中的直线：

L :

{
x1+x2+ x3 =0,

2x1−x2− 2x3 =0.

求 b =


1

0

1

 在直线 L 上的正交投影．

证明: 我们解方程组，得到 L 的一组基


1
3

−4
3

1

, 然后代公式就有 b 在直线 L 上的正交投影是


1
3

−4
3

1


[13 −4

3 1
]

1
3

−4
3

1




−1 [
1
3 −4

3 1
]

1

0

1

 =


2
13

− 8
13
6
13



练习 3.3.11. 设 M 是 R3 中由方程 x1 − x2 + x3 = 0 决定的平面，求 b =


1

1

2

 在平面 M 上的

正交投影，并求 b 到平面 M 的距离．
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证明: 我们可以算出 M 的一组基，然后代公式，求正交投影。然而，我们知道 M⊥ 的一组基是
1

−1

1

, 因此我们可以先求出到 M⊥ 的正交投影来。

我们直接代公式就有 b 在 M⊥ 的正交投影是
1

−1

1


[1 −1 1

]
1

−1

1




−1 [
1 −1 1

]
1

1

2

 =


2
3

−2
3

2
3



b 到平面 M 的距离是

∥∥∥∥∥∥∥∥


2
3

−2
3

2
3


∥∥∥∥∥∥∥∥ = 2

√
3

3 , b 在平面 M 上的正交投影是

b−


2
3

−2
3

2
3

 =


1
3
5
3
4
3



练习 3.3.12. 将下列问题中的 x 分解成 N(A) 与 R(AT) 中向量的和：

x =

[
2

0

]
, A =


1 −1

0 0

0 0

．1. x =

[
1

0

]
, A =

[
1 1

1 1

]
．2. x =


5

5

9

 , A =


1 2 3

2 2 4

2 3 5

．3.

由于 N(A) 和 R(AT) 互为正交补空间，因此我们实际上只需要算一个正交投影即可。这两

个空间哪个维数少，我们算哪个；哪个算起来简单，我们算哪个。

证明: 1. R(AT) = Span
([

1

−1

])
,

[
1

−1

]([
1 −1

] [ 1

−1

])−1 [
1 −1

] [2
0

]
=

[
1

−1

]
,

因此 x =

[
1

1

]
+

[
1

−1

]
.

2. R(AT) = Span
([

1

1

])
,

[
1

1

]([
1 1

] [1
1

])−1 [
1 1

] [1
0

]
=

[
1/2

1/2

]
,

因此 x =

[
1/2

−1/2

]
+

[
1/2

1/2

]
.
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3. N(A) = {0},R(AT) = R3，因此 x = 0 + x.

练习 3.3.13. 证明命题 3.3.12．给定 Rn 的子空间 M 和向量 a, 而 a1 = PM(a) 为 a 在 M 上

的正交投影，则 ‖a− a1‖ = minx∈M ‖a− x‖

证明: 由题意 a− a1 ∈ M⊥. 对任意 x ∈ M,

‖a− x‖ = ‖(a− a1) + (a1 − x)‖ =

√
‖a− a1‖2 + ‖a1 − x‖2 ≥ ‖a− a1‖

取等号当且仅当 x = a1.

练习 3.3.14. 说明满足下列条件的矩阵是否存在，如果存在，举例说明：

1.


1

2

−3

 ,


2

−3

5

 ∈ R(A),


1

1

1

 ∈ N(A)．

2.


1

2

−3

 ,


2

−3

5

 ∈ R(AT),


1

1

1

 ∈ N(A)．

3. Ax =


1

1

1

 有解，且 A 的左零空间包含


1

0

0

．
4. A 不是零矩阵，且 A 的每一行的转置垂直于 A 的每一列．

5. A 非零，且 R(A) = N(A)．

6. A 的所有列向量的和是零向量，且所有行向量的和是分量均为 1 的向量．

7. A,B 均为非零的正交投影矩阵，且 A+B 仍是正交投影矩阵．

8. A,B 均为正交投影矩阵，但 A+B 并不是正交投影矩阵．

9. A,B,C 均为非零的三阶正交投影矩阵，且 A+B + C = I3．

证明: 1. 存在，例如 A =


1 2 −3

2 −3 1

−3 5 −2



2. 不存在，因为 R(AT) = N(A)⊥, 但是题中的向量


1

2

−3

 ,


2

−3

5

 和

1

1

1

 并不正交．

3. 不存在。由题意，


1

1

1

 ∈ R(A),


1

0

0

 ∈ N(AT). 但是这两个向量也并不正交。

4. 不存在。由题意 ATA = 0, 我们计算 ATA 的迹就知道 A 是零矩阵。

5. 存在，例如 A =

[
0 1

0 0

]
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6. 不存在。令 x =


1
...

1

, 考虑 xTAx, 那么由题意：xT(Ax) = xT0 = 0, 且 xTAx =

(xTA)x = xTx = n, 矛盾。

7. 存在，例如 A =

[
1 0

0 0

]
, B =

[
0 0

0 1

]
8. 存在，例如 A = B = I2.

9. 存在，例如 A =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , B =


0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , C =


0 0 0

0 0 0

0 0 1



练习 3.3.15. 下列说法中，哪些正确？

1. A 的所有行的转置与 A−1 的所有行的转置对应正交．

2. A 的所有行的转置与 A−1 的所有列对应正交．

3. A 的所有列与 A−1 的所有行的转置对应正交．

4. A 的所有列与 A−1 的所有列对应正交．

5. 如果向量 v 与 w 正交，则 vTx = 0 与 wTx = 0 的解集互相正交．

6. 如果 A 是正交投影矩阵，则 A 的第 k 列的长度的平方等于 A 的第 k 个对角元素．

7. 如果 A,B 是正交投影矩阵，则 AB = BA 当且仅当 AB 也是正交投影矩阵．

8. 如果 A,B 是正交投影矩阵，则 A + B 是正交投影矩阵当且仅当 R(A),R(B) 互相正

交．

证明: 6，7，8 是正确的，其它是错误的。

练习 3.3.16. 如果矩阵 A 的列向量线性无关，那么向 R(A) 的正交投影矩阵为 A(ATA)−1AT．

试分析以下化简中可能出现的问题：A(ATA)−1AT = AA−1(AT)−1AT = InIn = In．

1. 证明 (ATA)−1 = A−1(AT)−1 并不一定总成立．

2. 当 A 满足什么条件时，上式一定成立？试分析此时正交投影矩阵等于 In 的原因．

证明: 1. A 仅仅是列满秩，它如果不是方阵，无法谈论 A−1.

2. 若 A−1 存在，即 A 是可逆方阵，那么上式是成立的，直接做矩阵计算可知正交投影矩

阵等于 In. 其原因是，A 可逆时，R(A) = Rn, 所以正交投影其实是不需要投影，就是
恒同映射。

练习 3.3.17. 设 A =

[
3 6 6

4 8 8

]
．求向 A 的列空间的正交投影矩阵 P1 和向 A 的行空间的正交

投影矩阵 P2，并计算 P1AP2．

证明: v =

[
3

4

]
是 R(A) 的一组基，那么 P1 =

[
3

4

]([
3 4

] [3
4

])−1 [
3 4

]
= 1

25

[
9 12

12 25

]
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w


3

6

6

是 R(AT )的一组基，那么 P2 =


3

6

6


[3 6 6

]
3

6

6




−1 [
3 6 6

]
= 1

9


1 2 2

2 4 4

2 4 4


P1AP2 = (v(vTv)−1vT)(vwT)(w(wTw)−1w) = vwT = A.

练习 3.3.18. 给定 A =


1 0

2 1

0 1

．设 P1 是关于 A 的第一列的正交投影矩阵，P2 是关于 A 的

正交投影矩阵，计算 P2P1．

证明:

P1 =


1

2

0


[1 2 0

]
1

2

0




−1 [
1 2 0

]
=

1

5


1 2 0

2 4 0

0 0 0



P2 =


1 0

2 1

0 1



[
1 2 0

0 1 1

]
1 0

2 1

0 1




−1 [
1 2 0

0 1 1

]
=

1

6


2 2 −2

2 5 1

−2 1 5


P2P1 对应的线性映射是先向第一列做正交投影，然后再向 A 的列空间作正交投影；那么第二

步实际上是无效步骤，所以 P2P1 = P1.

练习 3.3.19. 一个 n 阶方阵 P 是关于 A 的正交投影矩阵，当且仅当对任意向量 x ∈ Rn，都有
Px ∈ R(A),x− Px ∈ N(AT)．

证明: 这个没什么好证明的，仅仅是 N(AT) = R(A)⊥ 的直接推论而已。

练习 3.3.20. 当 A 分别为对称矩阵、反对称矩阵、正交矩阵或上三角矩阵时，判断 R(A) 和

N(A) 是否互为正交补．证明或给出反例．

证明: 因为 R(A)⊥ = N(AT); 那么 R(A)⊥ = N(A) 当且仅当 N(AT) = N(A). 因此当矩阵 A 是

对称矩阵或者反对称矩阵时，R(A) 和 N(A) 互为正交补。

若 A 是正交阵，则 A 可逆，此时 N(AT) = N(A) = {0}, 所以 R(A) 和 N(A) 互为正交补。

A 是上三角矩阵时，我们有反例：A =

[
0 1

0 0

]
, N(A) = Span(e1),N(AT) = Span(e2).

练习 3.3.21. 给定 Rm 中的子空间 M1,M2，Rn 中的子空间 N1,N2．

1. 是否一定存在矩阵 A，使得 R(A) = M1,N(AT) = M2,R(A
T) = N1,N(A) = N2？

2. 如果不一定存在，那么当四个子空间满足什么条件时，这样的矩阵才一定存在？

证明: 不一定存在。这些子空间需要满足矩阵四个基本子空间的关系时，才存在：

• dimM1 = dimN1;
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• dimM1 + dimN2 = n;

• M1 ⊥ M2;

• N1 ⊥ N2.

此时，为了说明存在性，我们只需要构造矩阵 A, 使得 R(A) = M1,R(A
T) = N1。设 r =

dimM1 = dimN1,我们取M1 的一组标准正交基 v1, · · · ,vr, N1 的一组标准正交基 w1, · · · ,wr,
令 A = v1w

T
1 + · · · + vrw

T
r , 那么显然 R(A) ⊆ Span(v1, · · · ,vr) = M1; 另一方面，Awi =∑r

j=1 vjw
T
j wi = vi, 因此 vi ∈ R(A), 所以 M ⊆ R(A). 总而言之，R(A) = M1; 同理可证

R(AT) = N1.

练习 3.3.22. 给定向量 b1, b2, . . . , bm，不难确知其平均值 xm =
1

m

m∑
i=1

bi．再给出向量 bm+1，

这 m + 1 个向量的平均值就是 xm+1 =
1

m+ 1

m+1∑
i=1

bi．则 xm+1 可以用 bm+1,xm,m 来表示：

xm+1 = xm +
1

m+ 1
(bm+1 − xm)．

若给出向量组成的矩阵 Bn =
[
bm+1 · · · bm+n

]
，如何用 Bn,xm,m, n来表示 b1, b2, . . . , bm+n

这 m+ n 个向量的平均值 xm+n？

证明:

(m+ n)xm+n =

m+n∑
i=1

bi =

m∑
i=1

bi +

m+n∑
i=m+1

bi = mxm +Bn


1
...

1


所以

xm+n = xm +
1

m+ n

Bn

1
...

1

− nxm



练习 3.3.23. 一个方阵如果仅仅满足 P 2 = P，则称之为斜投影矩阵，其对应的线性变换称为

斜投影．给定一个 n 阶斜投影矩阵 P．

1. 证明 In − P 也是 n 阶斜投影矩阵．

2. 证明 R(P ) = N(In − P ),R(In − P ) = N(P )．

3. 对任意向量 v ∈ Rn，是否一定存在分解 v = v1+v2，满足 v1 ∈ R(P ),v2 ∈ R(In−P )？
分解如果存在，是否唯一？

4. 构造一个二阶斜投影矩阵，但不是正交投影矩阵．

证明: 1. (In − P )2 = In − 2P + P 2 = In − P , 所以 In − P 是斜投影矩阵。

2. 对任意 v ∈ R(P ), 则存在 x ∈ Rn 使得 v = Px, 那么 (In − P )v = (In − P )Px = 0,
这就是说 R(P ) ⊆ N(In − P ). 对任意 v ∈ N(In − P )，则 (In − P )v = 0, 那么
v = Pv ∈ R(A), 这就是说 N(In − P ) ⊆ R(P ). 所以 R(P ) = N(In − P ).
因为 In − P 也是斜投影矩阵，在上一个等式中，我们可以用 In − P 来替换 P，这就

得到了 R(In − P ) = N(P ).
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3. 对任意向量 v ∈ Rn, v = Pv + (In − P )v, 那么 Pv ∈ R(P ), (In − P )v ∈ R(In − P ),
所以分解存在。若存在 v ∈ Rn 有两个这样的分解：v = v1 + v2 = w1 + w2，那么

x := v1 −w1 = w2 − v2 ∈ R(P ) ∩R(In − P ) = N(In − P ) ∩N(P ). 那么 (In − P )x =

Px = 0，于是 x = (In − P )x+ Px = 0, 所以 v1 = w1,v2 = w2，即分解唯一。

4. 我们任取一组非正交基，例如 v1 :=

[
1

0

]
,v2 :=

[
1

1

]
；对任意 v ∈ Rn, v 可以唯一第写

成 x1v1+x2v2 的形式。令 P 满足 Pv = x1v1. 那么 P =

[
1 −1

0 0

]
, 直接验证 P 2 = P .

练习 3.3.24. 设平面上的四个点
[
xi

yi

]
分别是

[
0

0

]
,

[
1

8

]
,

[
3

8

]
,

[
4

20

]
，利用最小二乘法求下列直

线或曲线：

1. 求平行于 x 轴的直线 y = b 使得
4∑
i=1

|yi − b|2 最小．

2. 求经过原点的直线 y = kx 使得
4∑
i=1

|yi − kxi|2 最小．

3. 求直线 y = kx+ b 使得
4∑
i=1

|yi − (kxi + b)|2 最小．

4. 求抛物线 y = ax2 + bx+ c 使得
4∑
i=1

∣∣yi − (ax2i + bxi + c)
∣∣2 最小．

证明: 我们按照固定的套路来做。

1. 考虑线性方程组 Ab = y, 其中 A =


1

1

1

1

 ,y =


0

8

8

20

. 这个方程组的最小二乘解为

b0 = (ATA)−1ATy = 9

那么要求的最小值就是

min
(

4∑
i=1

|yi − b|2
)

= ‖y −Ab0‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


−9

−1

−1

11



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

√
204

2. 考虑线性方程组 Ak = y, 其中 A =


0

1

3

4

 ,y =


0

8

8

20

. 这个方程组的最小二乘解为

k0 = (ATA)−1ATy =
56

13
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那么要求的最小值就是

min
(

4∑
i=1

|yi − kxi|2
)

= ‖y −Ak0‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


−56

13
48
13

−64
13

36
13



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

4
√
677

13

3. 考虑线性方程组 Ax = y, 其中 A =


0 1

1 1

3 1

4 1

 ,x =

[
k

b

]
,y =


0

8

8

20

. 这个方程组的最小

二乘解为

x0 = (ATA)−1ATy =
1

6

[
−2

49

]
那么要求的最小值就是

min
(

4∑
i=1

|yi − kxi|2
)

= ‖y −Ax0‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


−49

6
1
6
5
6
79
6



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

√
2167

3

4. 考虑线性方程组 Ax = y, 其中 A =


0 0 1

1 1 1

9 3 1

16 4 1

 ,x =


a

b

c

 ,y =


0

8

8

20

. 这个方程组的

最小二乘解为

x0 = (ATA)−1ATy =


2
3
4
3

2


那么要求的最小值就是

min
(

4∑
i=1

|yi − kxi|2
)

= ‖y −Ax0‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


−2

4

−4

2



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 2

√
10
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第四章 行列式

4.2 行列式函数

练习 4.2.1. 计算下列行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 1 4

0 −1 2 1

0 0 2 −1

0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

3 2 1

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣．2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y x+ y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣．4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．5.

证明: 1. 这是上三角矩阵，行列式就等于对角线元素的成绩，因此行列式是 −6.

2. 我们稍微做点初等行变换：∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

3 2 1

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 5 −5

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5× 4− (−5)× 1 = 25

3. 我们还是要作初等行变换∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10 10 10 10

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

0 1 2 −1

0 1 −2 −1

0 −3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

0 1 2 −1

0 0 −4 0

0 0 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 160
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4. 我们作初等行列变换∣∣∣∣∣∣∣∣
x y x+ y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2(x+ y) 2(x+ y) 2(x+ y)

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(x+ y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(x+ y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

y x x− y

x+ y −y −x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2(x3 + y3)

5. 我们作初等行列变换∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 1

x 1− x 0 1

0 1 y 1

0 1 y 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x 0 0

x 1− x 0 1

0 0 0 y

0 1 y 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x2y2

练习 4.2.2. 设 A 是三阶方阵，det(A) = 5，求下列矩阵 B 的行列式：

1. B = 2A,−A,A2, A−1．

2. B =


aT
1 − aT

3

aT
2 − aT

1

aT
3 − aT

2

，

aT
1 + aT

3

aT
2 + aT

1

aT
3 + aT

2

，其中 A =


aT
1

aT
2

aT
3

．
证明: 1. • det(B) = 23 det(A) = 40.

• det(B) = (−1)3 det(A) = −5.

• det(B) = det(A)2 = 25.

• det(B) = det(A)−1 = 1
5 .

2. • B =


1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1

A, 所以 det(B) = det




1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1


det(A) = 0

• B =


1 0 1

1 1 0

0 1 1

A, 所以 det(B) = det




1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1


det(A) = 10

练习 4.2.3. 设 An =

[
−1 1

−6 4

]
+ nI2．

1. 求 A0, A1, A2, A3 的行列式．
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2. 求

[
−1 1

−6 4

]
+ xI2 的行列式，并将其写成 (x+ a)(x+ b) 的形式．

3. 分别求 A2
0, A

2
0 + I2, A

2
0 + 3A0 + 2I2, A

3
0 − 2A2

0 + 3A0 − 4I2 的行列式，并分析它们与

a, b 的关系．

证明: 1. det(A0) =

∣∣∣∣∣−1 1

−6 4

∣∣∣∣∣ = 2; det(A1) =

∣∣∣∣∣ 0 1

−6 5

∣∣∣∣∣ = 6; det(A2) =

∣∣∣∣∣ 1 1

−6 6

∣∣∣∣∣ =

12; det(A3) =

∣∣∣∣∣ 2 1

−6 7

∣∣∣∣∣ = 20.

2. det
([

−1 1

−6 4

]
+ xI2

)
=

∣∣∣∣∣−1 + x 1

−6 4 + x

∣∣∣∣∣ = (4 + x)(−1 + x) + 6 = x2 + 3x + 2 =

(x+ 1)(x+ 2).

3. • det(A2
0) = det(A0)

2 = 4.

• A2
0 + I2 =

[
−4 3

−18 11

]
, det(A2

0 + I2) = 10.

• det(A2
0 + 3A2

0 + 2I2) = det(A0 + 2I2) det(A0 + I2) = 72

• A3
0− 2A0+3A0− 4I2 = 4A0− 6I2 =

[
−10 4

−24 10

]
, 所以 det(A3

0− 2A0+3A0−

4I2 = 4A0 − 6I2 = −4

设 g(X) 是一个多项式，那么 det(g(A0)) = g(a)g(b).

练习 4.2.4. 计算 det(A)：

1. A =
[
i+ j

]
n×n
．

2. A =
[
ij
]
n×n
．

证明: 1. n = 1时 A = [2],则 det(A) = 2; n = 2时，A =

[
2 3

3 4

]
,则 det(A) = −1. n ≥ 3

时，若 A =
[
a1 a2 a3 · · ·

]
，则 a1− 2a2+a3 = 0, 因此 A 不可逆，则 det(A) = 0;

2. n = 1 时，A = [1]，则 det(A) = 1; n ≥ 2 时，A 的前两列成比例，因此 det(A) = 0

练习 4.2.5. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1

. . .
. . .

1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

证明: 我们把第 1至 (n−1)列都加到第 n列，此时第 n列是 0,所以

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1

. . .
. . .

1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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练习 4.2.6. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 1 + x1y2 · · · 1 + x1yn

1 + x2y1 1 + x2y2 · · · 1 + x2yn
...

...
...

1 + xny1 1 + xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

证明: • n = 1 时，A = [1 + x1y1], 那么 det(A) = 1 + x1y1.

• n = 2 时，A =

[
1 + x1y1 1 + x1y2

1 + x2y1 1 + x2y2

]
,

det(A) = (1 + x1y1)(1 + x2y2)− (1 + x1y2)(1 + x2y2) = (x1 − x2)(y1 − y2).

• n ≥ 3 时，A =


1
...

1

[1 · · · 1
]
+


x1
...

xn

[y1 · · · yn

]
, 所以 rank(A) ≤ 2, A 不满秩，

因此 det(A) = 0

练习 4.2.7. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,n−1 a1n

a21 · · · a2,n−1 0
... . .

.
. .
. ...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

证明: 交换第 1列和第 n列，第 2列和第 n− 1列，...，交换所以第 i列和第 n+1− i列，我们
得到上三角矩阵，对角线元素为 a1,n, a2,n−1, · · · , an,1. 若 n 是偶数，我们需要交换 n

2 ; 若 n 是

奇数，我们需要交换 n−1
2 ; 总而言之，需要交换

[
n
2

]
(高斯取整函数)，所以∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,n−1 a1n

a21 · · · a2,n−1 0
... . .

.
. .
. ...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)[

n
2 ]a1,na2,n−1 · · · an,1.

附注. 我们也可以这么看：最后一列逐次和前一列交换，直至交换至第一列，需要 n− 1 次；再

将新矩阵的最后一列逐次和前一列交换，直至交换至第二列，需要 n− 2 次，以此类推，一共需

要 (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 =
n(n− 1)

2
次，所以行列式等于

(−1)
n(n−1)

2 a1,na2,n−1 · · · an,1.

这个值与前面的结果是吻合的。

练习 4.2.8.

1. 令 An 是从右上到左下对角线上的元素全为 1，其余元素全为 0 的 n 阶方阵．求

A2, A3, A4, A5 的行列式，分析其规律，推断出 An 的行列式．
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2. 令 A2 =

[
1 1

1 2

]
, A3 =


1 1 1

1 2 2

1 2 3

，以此类推 An．求 A2, A3, A4 的行列式，分析其规

律，推断出 An 的行列式．利用 LU 分解．

3. 设 A 具有 QR 分解 A = Q


1 2 3

0 4 5

0 0 6

，求 det(A) 的所有可能值．

4. 定义 Hilbert 矩阵 [Hilbert matrix] Hn =

[
1

i+ j − 1

]
n×n
．计算 det(H2), det(H3)．

Hilbert 矩阵是一种常见的难于计算的矩阵，常用来测试算法．

证明: 证明: 1. 由上题直接得到 det(An) = (−1)
n(n−1)

2

2. det(A2) = 1, det(A3) = 1, det(A4) = 1. 我们对 An 作 LU 分解，有

An =


1 0 · · · 0

1 1
. . . 0

...
. . .

...

1 1 · · · 1




1 1 · · · 1

0 1
. . . 1

...
. . .

...

0 · · · 0 1


所以 det(An) = 1.

3. det(A) = 24 det(Q); Q 是正交矩阵则 QTQ = I3, 那么 det(Q)2 = 1, 所 det(Q) = ±1,
suoydet(A) 的所有可能值就是 ±24.

4. • H2 =

[
1 1

2
1
2

1
3

]
=

1

3
− 1

2
· 1
2
=

1

12

• H2 =


1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

 =
1

15
+

1

24
+

1

24
− 1

27
− 1

20
− 1

16
=

1

2160

练习 4.2.9. 证明或举出反例．

1. AB −BA 的行列式必然是零．

2. A 的行列式等于其行简化阶梯形矩阵的行列式．

3. A 为 n 阶反对称矩阵，当 n 为奇数时，det(A) = 0．

4. A 为 n 阶反对称矩阵，当 n 为偶数时，det(A) = 0．

5. 如果 |det(A)| > 1，那么当 n 趋于无穷时，An 中必然有元素的绝对值趋于无穷．

6. 如果 |det(A)| < 1，那么当 n 趋于无穷时，An 中的所有元素都趋于 0．

证明: 1. 错误。反例：A =

[
0 1

1 0

]
, B =

[
1 2

4 8

]
, 则 AB −BA =

[
2 7

−7 −2

]
= 45.

2. 错误。反例:A =

[
0 1

1 0

]
, rref(A) = I2, det(A) = −1, det(I2) = 1.
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3. 正确。因为 det(A) = det(AT) = det(−A) = (−1)n det(A); n 是奇数，则 det(A) =

− det(A), 所以 det(A) = 0.

4. 错误。反例：A =

[
0 1

−1 0

]
, det(A) = 1.

5. 正确。若 A 是 m 阶方阵方阵，An 行列式的展开式中有 m! 项，若 An 中元素有界 M，

那么 |det(An)| ≤ m�Mm 也是有界的。但是 |det(A)n| = |det(A)|n → ∞, 矛盾。

6. 错误。反例：A =

[
1 0

0 1
2

]
, An =

[
1 0

0 1
2n

]

练习 4.2.10. 以下均为某些学生出现过的错误．请找到错误的原因．

1. 对二阶可逆矩阵 A =

[
a b

c d

]
，计算其逆矩阵的行列式：

det(A−1) = det
(

1

ad− bc

[
d −b

−c a

])
=
ad− bc

ad− bc
= 1.

这个结论很奇怪．请问错在哪里？

2. 对分块矩阵 M =

[
A B

C D

]
，计算其行列式：det

([
A B

C D

])
= AD − BC，得到的是

矩阵，而不是数．如果 A 可逆，正确的公式是什么？

3. 计算正交投影矩阵 P 的行列式 det(P ) = det(A(ATA)−1AT) =
det(A) det(AT)

det(ATA)
= 1，

然而正交投影矩阵常常不可逆．错在哪里？

4. 如果 AB = −BA，那么 det(A) det(B) = − det(B) det(A)，由此得到 2det(A) det(B) =

0，所以 A,B 必有一个矩阵不可逆．这是否正确？如果不是，请指出错误并举出反例．

5. 对矩阵

[
a b

c d

]
，同时做两个行变换得到

[
a+ sc b+ sd

c+ ta d+ tb

]
，行列式是否一定保持不变？

s, t 满足什么条件时，行列式一定保持不变？

附注. 这不是初等行变换．

证明: 1. det
(

1

ad− bc

[
d −b

−c a

])
=

1

(ad− bc)2
det
([

d −b
−c a

])
=

1

ad− bc

2. det
([

A B

C D

])
= AD − BC 这个等式是错误的，和行列式的定义无关。若 A 可逆，

我们可以对

[
A B

C D

]
做分块初等行变换：

[
A B

C D

]
−→

[
A B

D − CA−1B

]

那么 det
([

A B

C D

])
= det(A) det(D − CA−1B).

165



3. A 通常不是方阵，不能求行列式。

4. 若A,B是 n阶方阵，那么 det(−BA) = (−1)n det(B) det(A). 反例: A =

[
0 −1

1 0

]
, B =[

0 1

1 0

]
, 都是可逆矩阵，并且 AB = −BA =

[
1 0

0 −1

]

5. 我们直接计算 det
([

a+ sc b+ sd

c+ ta d+ tb

])
= (1 − st)(ad− bc). 那么很明显了，当 st = 0

时行列式不变。

练习 4.2.11. 设 n 阶方阵 A 的对角元素全为 0，其他元素全为 1，令 A =
[
a1 a2 · · · an

]
．

1. 求向量 u，使得 ai (i = 1, 2, . . . , n) 可以写成 ei 和 u 的线性组合．

2. 根据行列式满足列多线性，求 det(A)．

证明: 1. 观察就有 ai + ei =


1
...

1

, 那么我们令 u =


1
...

1


2. A =

[
u− e1 u− e2 · · · u− en

]
. 那么按列展开，det(A) 是 2n 个新矩阵的行列式

的和，但是在这 2n 个新矩阵中，若 u 作为列向量如果出现两次，该矩阵行列式为零，

因此

det(A) = det
([

−e1 −e2 · · · −en

])
+

n∑
i=1

det
([

· · · −ei−1 u −ei+1 · · ·
])

= (−1)n + n(−1)n−1 = (n− 1)(−1)n−1

练习 4.2.12. 证明命题 4.2.5．

证明: 1. 这是行列式定义中的第 2 条。

2. 将行列式定义中的第 1 条中 a′
i 令为 0 可得。

3. 行列式定义中的第 1 条中, 令 k = 1,a′
i = aj , 然后结合命题 4.2.3d 的第 1 条可得。

练习 4.2.13. 证明命题 4.2.11．

证明: 我们只需证明：满足命题 4.2.11 要求的函数 δ 也满足定义 4.2.1 中要求的列多线性、列
反对称性和单位化三个性质。

• 由于单位阵是参数为 1 的倍乘矩阵，我们就得到了单位化 δ(In) = 1.

• 令 B = Pij , 我们就得到了列反对称性。

• 令 B = Eii,k(k 6= 0), 我们得到 δ
([

· · · kai · · ·
])

= kδ
([

· · · ai · · ·
])

; 结合 δ 在

不可逆矩阵上取值为零可知这一条对 k = 0 也成立。再取 B 是倍加矩阵可知对 A 作
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列倍加初等行变换，不改变 δ 的取值。结合起来就有 δ 在矩阵

[
e1 · · · ei−1 x · · · en

]
=



1 0 · · · x1 0 · · · 0

0 1 · x2 0 · · · 0

. . .
...

xi
...

. . .

0 · · · xn 0 · · · 1


上的取值为 xi. 现在我们来证明 δ

([
· · · kai + k′a′

i · · ·
])

= kδ
([

· · · ai · · ·
])

+

k′δ
([

· · · a′
i · · ·

])
. 根据已有的结论，我们只需证明

δ
([

· · · ai + a′
i · · ·

])
= δ

([
· · · ai · · ·

])
+ δ

([
· · · a′

i · · ·
])

(∗)

设 V = Span(a1, · · · ,ai−1,ai+1, · · · ,an); 若 dimV ≤ n − 2 或者 a,a′ 都属于 V（此

时 a+ a′ 也属于 V），那么上式中三个矩阵都不可逆，因此左右两边为零；等号成立。

下面我们不妨假设 dimV = n− 1,a /∈ V，那么
[
· · · ai · · ·

]
是可逆矩阵，设它的逆

矩阵为 P；由于可逆矩阵都是初等矩阵的乘积，因此 δ(P ) 6= 0. 注意到

P
[
· · · a′

i · · ·
]

=
[
e1 · · · ei−1 x · · · en

]
P
[
· · · ai + a′

i · · ·
]

=
[
e1 · · · ei−1 ei + x · · · en

]
那么我们把 (∗) 式等号两边同时乘以 δ(P ) 之后，等式左右两边都等于 1 + xi; 因为
δ(P ) 6= 0, 因此 (∗) 式等号成立。

练习 4.2.14. 证明命题 4.2.11 中第 2 条冗余，即由第 1 条和第 3 条至第 5 条可以推出该条．

证明: 由于可逆矩阵都是初等矩阵的乘积，第 3 条至第 5 条说 δ 在初等矩阵上取值非零，根据

第 1 条，δ 在可逆矩阵上取值非零。由于 A 不可逆，对 A 作初等列变换可以将 A 的最后一列

变成 0，设此时得到的矩阵为 B; 那么 δ(A) = 0 当且仅当 δ(B) = 0.
因为 B 最后一列是 0, 则 BEnn,2 = B; 于是

δ(B) = δ(BEnn,2) = δ(B)δ(Enn,2) = 2δ(B).

所以 δ(B) = 0.

练习 4.2.15. 用行列式证明奇数阶反对称矩阵不可逆．

证明: 设 n 是奇数，且 A 是反对称矩阵，那么

det(A) = det(AT) = det(−A) = (−1)n det(A) = − det(A)

所以 det(A) = 0, 即 A 不可逆。

练习 4.2.16. 证明任意可逆矩阵 A 都可以只用倍加变换化为 diag(1, 1, . . . , 1, det(A))．
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证明: 我们对方阵的阶数做归纳。n = 1时是平凡的；以下假设命题对 n阶方阵成立，A是 n+1

阶方阵。

由于 A 可逆，那么它的第一列有非零元素，因此我们取一个非零元素，并且把该非零元素

所在行的适当的倍数加到第一行，可以使得 A 左上角元素是 1: 若 ai1 是非零元，我们把第 i 行

的
1− a11
ai1

倍加到第一行即可。这个过程是一个倍加变换。我们再通过倍加变换，把矩阵变成

[
1 vT

0 B

]

由于倍加变换不改变行列式，就有 det(B) = det(A) 6= 0, 所以 B 可逆。根据归纳假设，只通过

倍加变换可以把 B 化为 diag(1, 1, . . . , 1, det(A)); 这些倍加变换可以看成是对 A 的后 n 行作倍

加变换，因此我们可以通过倍加变换，把 A 化为[
1 vT

0 diag(1, 1, . . . , 1, det(A))

]

那么显然，我们可以只通过倍加变换把

[
1 vT

0 diag(1, 1, . . . , 1, det(A))

]
化为

[
1 0

0 diag(1, 1, . . . , 1, det(A))

]
= diag(1, 1, 1, . . . , 1, det(A)).

练习 4.2.17. 给定 A =
[
aij

]
n×n
，而 B =

[
aijc

i−j
]
n×n
，其中 c 6= 0，证明，det(A) = det(B)．

证明: 令 C = diag(c, c2, . . . , cn), 则 C−1 = diag(c−1, c−2, . . . , c−n), 且 B = CAC−1, 所以
det(B) = det(A).

练习 4.2.18. 给定 n− 1 个互不相同的数 a1, a2, . . . , an−1，令

P (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x · · · xn−1

1 a1 · · · an−1
1

...
...

...

1 an−1 · · · an−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明 P (x) 是一个关于 x 的 n− 1 次多项式，并求 P (x) 的 n− 1 个根．

证明: 这是一个范德蒙行列式，那么

p(x) =
n−1∏
i=1

(ai − x)
∏

1≤j<i≤n−1

(ai − aj)

显见这是关于 x 的 n− 1 次多项式，它的 n− 1 个根是 a1, · · · , an−1.
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练习 4.2.19. 设 fi(x)是 i次多项式，i = 0, 1, 2, . . . , n−1，其首项系数是 ai．又设 b0, b1, . . . , bn−1

是 n 个数，计算如下的 n 阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f0(b0) f0(b1) · · · f0(bn−1)

f1(b0) f1(b1) · · · f1(bn−1)
...

...
...

fn−1(b0) fn−1(b1) · · · fn−1(bn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明: 由题意，ai 6= 0, 0 ≤ i ≤ n− 1. 我们可以作初等行倍加变换，把第 i 行中次数小于 i 的项

消去，因此 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a0 · · · a0

a1b0 a1b0 · · · a1b0
...

...
...

an−1b
n−1
0 an−1b

n−1
1 · · · an−1b

n−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
i=0

ai
∏

0≤j<i≤n−1

(bi − bj)

练习 4.2.20.

1. 对分块对角矩阵 X =

[
A 0
0 B

]
，其中 A,B 是方阵，证明，det(X) = det(A) det(B)．

2. 对分块上三角矩阵 X =

[
A C

0 B

]
，其中 A,B 是方阵，证明，det(X) = det(A) det(B)．

证明: 1. 首先我们考虑函数 δ : Mn×n(R) → R, A 7→ det
([

A 0
0 In

])
, 那么 δ 满足列线性

性、列反对称性和单位化，因此 δ(A) = det(A).
若 A不可逆，那么 X 的前 n列线性相关，所以 det(X) = 0 = det(A) det(B)。若 A可

逆，那么我们考虑函数：δ′ : Mm×m(R) → R : B 7→ det(A)−1 det
([

A 0
0 B

])
, 那么 δ′

满足列线性性、列反对称性和单位化，因此 δ′(B) = det(B)，所以 det
([

A 0
0 B

])
=

det(A) det(B).

2. 首先我们考虑函数 δ :Mn×n(R) → R, A 7→ det
([

A C

0 In

])
, 那么 δ 满足列线性性、列

反对称性和单位化，因此 δ(A) = det(A).
若 A不可逆，那么 X 的前 n列线性相关，所以 det(X) = 0 = det(A) det(B)。若 A可

逆，那么我们考虑函数：δ′ : Mm×m(R) → R : B 7→ det(A)−1 det
([

A C

0 B

])
, 那么 δ′

满足行线性性、行反对称性和单位化，因此 δ′(B) = det(B)，所以 det
([

A C

0 B

])
=

det(A) det(B).
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练习 4.2.21. 设 A 可逆，D 是方阵，证明，det
([

A B

C D

])
= det(A) det(D − CA−1B)．

证明: A 是可逆矩阵，则[
In 0

−CA−1 Im

][
A B

C D

]
=

[
A B

0 D − CA−1B

]

由上一题知 det
([

In 0

−CA−1 Im

])
= 1, det

([
A B

0 D − CA−1B

])
= det(A) det(D − CA−1B).

所以

det
([

A B

C D

])
= det(A) det(D − CA−1B).

练习 4.2.22. 设 A,B 是 n 阶方阵，证明，det
([

A B

B A

])
= det(A+B) det(A−B)．

证明: 作点分块初等行列变换即可：

det
([

A B

B A

])
= det

([
A+B A+B

B A

])
= det(A+B) det

([
In In

B A

])
= det(A+B) det(A−B);

上式最后一个等号可以用上一题的结论；也可以再做分块初等行变换。

练习 4.2.23. 设 A,B 分别是 m× n, n×m 矩阵，证明，det(Im + AB) = det(In +BA)．由此

推出，Im +AB 可逆当且仅当 In +BA 可逆．

提示. 构造分块矩阵．

证明: 考虑分块矩阵 [
Im A

−B In

]

• 作分块倍加行变换，消去左下角得：

[
Im A

0 In +BA

]

• 作分块倍加行变换，消去右上角得：

[
Im +AB 0

−B In

]
那么

det
([

Im A

0 In +BA

])
= det

([
Im A

−B In

])
= det

([
Im +AB 0

−B In

])
所以 det(Im +AB) = det(In +BA)。

练习 4.2.24. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a21 a1a2 · · · a1an

a2a1 1 + a22 · · · a2an
...

...
...

ana1 ana2 · · · 1 + a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

170



证明: 令 a =


a1

a2
...

an

, 那么所求的行列式就是 det(In + aaT), 由上一题，

det(In + aaT) = det(I1 + aTa) = 1 + a21 + · · ·+ a2n

练习 4.2.25. 设 A 是三阶矩阵，已知 det(A− I3) = det(A− 2I3) = det(A− 3I3) = 0．

1. 证明存在非零向量 v1,v2,v3，满足 Avi = ivi, i = 1, 2, 3．

2. 设 k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0，证明 k1v1 + 2k2v2 + 3k3v3 = 0, k1v1 + 4k2v2 + 9k3v3 = 0．

3. 证明存在可逆 Vandermonde 矩阵 V，使得
[
k1v1 k2v2 k3v3

]
V = 0．

4. 证明 v1,v2,v3 构成 R3 的一组基，因此矩阵 B =
[
v1 v2 v3

]
可逆．

5. 证明存在对角矩阵 D，使得 AB = BD，并计算 det(A)．

证明: 1. 对 i = 1, 2, 3, 因为 det(A − iI3) = 0, A − iI3 不可逆，那么 N(A − iI3) 6= {0},
所以存在非零向量 vi ∈ N(A− iI3), 即 Avi = ivi.

2. 若 k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0，则 A(k1v1 + k2v2 + k3v3) = 0, 那么

k1Av1 + k2Av2 + k3Av3 = k1v1 + 2k2v2 + 3k3v3 = 0.

再左乘一次 A, 就有 k1v1 + 4k2v2 + 9k3v3 = 0.

3. 取 V =


1 1 1

1 2 4

1 3 9

 即可。
4. V 可逆，上式右乘 V −1, 则

[
k1v1 k2v2 k3v3

]
= 0, 所以 k1v1 = k2v2 = k3v3 = 0, 即

k1 = k2 = k3 = 0. 至此，我们的证明说明 v1,v2,v3 线性无关，所以 v1,v2,v3 构成 R3

的一组基，且矩阵 B =
[
v1 v2 v3

]
可逆．

5. AB =
[
Av1 Av2 Av3

]
=
[
v1 v2 v3

]
diag(1, 2, 3), 所以取 D = diag(1, 2, 3). 因为

B 可逆，det(B) 6= 0, 所以 det(A) = det(D) = 6.

练习 4.2.26. 对函数 f(t) = det(In + tA) 在 t = 0 处求导．设 A =
[
a1 a2 . . . an

]
，则

In + tA 的第 i 列是 ei + tai．

1. 当 n = 1, 2, 3 时，用 A 的元素表示 f ′(0)；分析其规律，求 f ′(0) 的一般表达式．

2. 利用 det(In +AB) = det(Im +BA)，证明 trace(AB) = trace(BA).

证明: 1. • n = 1 时，A = [a], f(t) = 1 + at, f ′(0) = a;

• n = 2 时，A =

[
a11 a12

a21 a22

]
,

f(t) = (1+ a11t)(1+ a22t)− t2a12a21 = 1+ (a11 + a22)t+ (a11a22 − a12a21)t
2,
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所以 f ′(0) = a11 + a22.

• n = 3 时，A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, 以下的计算繁琐，但是不难，我们省略过程

f(t) = 1 + (a11 + a22 + a33)t

+((a11a22 + a11a33 + a22a33)− (a12a21 + a13a31 + a23a32))t
2

+ det(A)t3.

所以 f ′(0) = a11 + a22 + a33.
进一步地，对于 n 阶方阵 A = [aij ], 我们可以猜测，f ′(0) = a11+ · · ·+ann =

trace(A). 事实上，f(t) 是个 n 次多项式，f ′(0) 等于该多项式一次项的系

数。而 f(t) 的一次项只出现在对角线元素的乘积中（这个需要了解行列式

的完全展开式，除了对角线的乘积，其他项贡献的 t 的次数至少是 n − 1），

所以 f ′(0) 就是 (1 + a11t)(1 + a22t) · · · (1 + annt) 中一次项的系数，于是

f ′(0) = a11 + a22 + · · ·+ ann.

• 考虑 f(t) = det(In + tAB), 那么由练习 4.2.234.2.23,

f(t) = det(In + (tA)B) = det(Im +B(tA)) = det(Im + tBA)

那么就有 f ′(0) = trace(AB) = trace(BA).

练习 4.2.27. 设 A 是 m× n 矩阵，任取其中的 k 行和 k 列交叉点上的元素构成 k 阶方阵，它

的行列式称为 A 的一个 k 阶子式．定义 rankdet(A) = max
{
k
∣∣A 有非零的 k 阶子式

}
．证明，

rankdet(A) = rank(A)．

证明: 方便起见，记 r = rank(A), d = rankdet(A), A =
[
a1 a2 · · · an

]
.

(r ≤ d). 我们取 A 的列向量的一个极大线性无关组 ai1 , · · · ,air(i1 < i2 < · · · < ir)，那么

B =
[
ai1 · · · air

]
的秩和 A 的秩相等：rank(B) = rank(A). 那么 B 的行向量

组的极大线性无关组也是有 r 个向量，我们取这样的一个极大线性无关组，不妨设为

第 j1 < · · · < jr 个行向量。这样得到的子矩阵 C 它的行秩等于 B 的行秩，所以

rank(C) = rank(B) = rank(A) = r，所以 C 是可逆矩阵，从而 det(C) 6= 0。另一方面，

C 是 A 的第 j1, · · · , jr 行第 i1, · · · , ir 列的交叉点上的元素构成的子矩阵；按照定义，
就有 d ≥ rank(C) = r.

(d ≤ r). 设 A 的第 j1, · · · , jd 行第 i1, · · · , id 列的交叉点上的元素组成的矩阵 C 行列式非零，

那么 C 可逆，所以 rank(C) = d; 设 B 是 A 的设 A 的第 j1, · · · , jd 行组成的矩阵，那
么我们有 r = rank(A) ≥ rank(B) ≥ rank(C) = d.

练习 4.2.28 (Hadamard 不等式).

1. 利用 QR分解证明，对任意 n阶矩阵 T =
[
t1 t2 · · · tn

]
，|det(T )| ≤ ‖t1‖ ‖t2‖ . . . ‖tn‖．
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2. 说明阅读 3.2.33.2.3中的 Hadamard 矩阵使得等号成立．

证明: 1. 若 T 不可逆，则 det(T ) = 0, 所以不等式是显然的。若 T 可逆，设 T = QR 是

他的 QR 分解，那么 |det(Q)| = |det(R)|, 等于 R 的对角线元素的乘积的绝对值。设

R =
[
v1 · · · vn

]
, 显然 ‖vi‖ ≥ |xi|, 其中 xi 是 R 的第 i 个对角元，也是 vi 的第 i

个分量。另一方面，ti = Qvi, 因此 ‖ti‖ = ‖vi‖ ≥ |xi|. 所以

|det(T )| = |x1 · · ·xn| ≤ ‖v1‖ . . . ‖vn‖ = ‖t1‖ ‖t2‖ . . . ‖tn‖

2. 设 A =
[
a1 · · · an

]
是 Hadamard 矩阵, 于是 ATA = nIn，所以 aT

i ai = n, ∀1 ≤

i ≤ n, 那么 ‖ai‖ = n
1
2 . 另一方面 det(A)2 = det(ATA) = det(nIn)，所以

|det(A)| = n
n
2 = ‖a1‖ ‖a2‖ . . . ‖an‖ .

练习 4.2.29. 设 n 阶对称矩阵 A 有 LDLT 分解 A = LDLT，其中 D = diag(di)，并记 A 的第

i 个顺序主子阵为 Ai．证明 di =
det(Ai)

det(Ai−1)
．

矩阵 A 的第 i 个顺序主子阵的行列式称为其第 i 个顺序主子式．

证明: 对 1 ≤ i ≤ n, 我们把 L 分块：L =

[
L1i 0

L2i L3i

]
, 其中 L1i, L3i 是阶数分别为 i, n − i、对

角线为 1 的下三角矩阵，D 也做相应的分块:D = diag(D1i, D2i), 那么

A =

[
L1i 0

L2i L3i

][
D1i 0

0 D2i

][
LT
1i LT

2i

0 LT
3i

]

直接计算，就有 Ai = L1iD1iL
T
1i,所以 det(Ai) = det(D1i) = d1 · · · di. 命题结论就很明显了。

练习 4.2.30 (行列式在多元微积分中的应用). 一个多元函数 f(x1, x2, . . . , xn)，把 xi 之外的变

量都看做常数，对 xi 的导数称为 f 对 xi 的偏导数，记作
∂f

∂xi
．例如，若 f(x, y) = x2y，则

∂f

∂x
= 2xy,

∂f

∂y
= x2．

平面 R2有直角坐标系 (x, y)，和极坐标系 (r, θ)，其中 r ≥ 0是该点到原点的距离，θ ∈ [0, 2π)

是从 x 轴正方向开始，逆时针旋转，到达该点和原点连线所需要的角度．两种坐标之间的关系

是 x = r cos θ, y = r sin θ．

分别计算 J1 =

∂x∂r ∂x

∂θ
∂y

∂r

∂y

∂θ

 和 J2 =


∂r

∂x

∂r

∂y
∂θ

∂x

∂θ

∂y

 的行列式，将结果都写成 r, θ 的函数．这

两个矩阵 J1, J2 有什么关系？

证明: ∂x
∂r

= cos θ, ∂x
∂θ

= −r sin θ, ∂y
∂r

= sin θ, ∂y
∂θ

= r cos θ, 所以

J1 =

[
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

]
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r = (x2 + y2)1/2, tan θ = y/x, 那么

∂r

∂x
= x(x2 + y2)−1/2 = cos θ, ∂r

∂y
= y(x2 + y2)−1/2 = sin θ,

且
1

cos2 θ
∂θ

∂x
= − y

x2
,

1

cos2 θ
∂θ

∂y
=

1

x
, 即

∂θ

∂x
= −sin θ

r
,
∂θ

∂y
=

cos θ
r

所以

J2 =

 cos θ sin θ

−sin θ
r

cos θ
r


直接计算就有 J1J2 = I2.

J1, J2 的关系也可以由下述的链式法则得到：

cos θ ∂r
∂x

− r sin θ ∂θ
∂x

= 1

cos θ ∂r
∂y

− r sin θ ∂θ
∂y

= 0

sin θ ∂r
∂x

+ r cos θ ∂θ
∂x

= 0

sin θ ∂r
∂y

+ r cos θ ∂θ
∂y

= 1

练习 4.2.31. 设 f(a, b, c, d) = ln(ad− bc)．

1. 接上题，求偏导数
∂f

∂a
,
∂f

∂b
,
∂f

∂c
,
∂f

∂d
．

2. 证明

[
a b

c d

]−1

=

∂f∂a ∂f

∂b
∂f

∂c

∂f

∂d


T

．

3. 三阶矩阵时是否有类似的结论？

证明: 1. f

∂a
=

d

ad− bc
,
f

∂b
= − c

ad− bc
,
f

∂c
= − b

ad− bc
,
f

∂d
=

a

ad− bc
.

2. 直接计算矩阵乘法

[
a b

c d

]∂f∂a ∂f

∂b
∂f

∂c

∂f

∂d


T

=

[
a b

c d

] d

ad− bc
− b

ad− bc
− c

ad− bc

a

ad− bc

 = I2

3. 一般地，n 阶矩阵也有这样的公式，我们这里不作证明，只叙述一下。设 f(xij) =

ln(det(A)), 其中 A = [xij ], 令 B =

[
∂f

xji

]
=

[
∂f

xij

]T
则 AB = BA = In. 这可以由行列

式的完全展开式和 Laplace 展开来说明。

阅读 4.2.32. 在 Vandermonde 矩阵中
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4.3 行列式的展开式

练习 4.3.1. 计算：∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

1 2 2

1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣．1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 10

1 2 2

1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣．2.

证明: 1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

1 2 2

1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

0 1 −2

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 10

1 2 2

1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 10

0 1 −8

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3.

练习 4.3.2. 利用按行（列）展开求下列行列式；按哪一行（列）展开，使得计算最简单？∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 2

0 3 4 5

5 4 0 3

2 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．2.

证明: 1. 按照第三列展开，有

原行列式 = (−1)2+34

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2

5 4 3

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4 · (−1)2+24

∣∣∣∣∣1 2

2 1

∣∣∣∣∣ = 48

2. 按照第二行展开，有

原行列式 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 3 0

0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+22

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 3 0

1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12 + 10 = 2

练习 4.3.3. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5

c1 c2 0 0 0

d1 d2 0 0 0

e1 e2 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

证明: 后三行只有两个非零列向量，因此后三行构成则子矩阵秩小于等于 2，那么整个矩阵的秩

小于等于 4, 即不满秩，所以行列式为 0.
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练习 4.3.4. 求

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x x 1 2

1 x 1 −1

3 2 x 1

1 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
中 x4, x3 的系数．

证明: 行列式的完全展开式中，每一项都是在每一行每一列取唯一的元素相乘。那么

• x4 项必须每一行都取含有 x的项相乘，这样的项只有唯一的一个，那就是对角元相乘，

因此 x4 系数是 2.

• x3项必须有三行取含有 x的项，另一行取数字项，也只有一项：分别是矩阵 (2, 1), (1, 2).(3, 3), (4, 4)

位置的元素；考虑符号，那么 x3 项的系数是 (−1)

练习 4.3.5. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ an

−1 λ an−1

. . .
. . .

...

−1 λ a2

−1 λ+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

证明: 我们对比较小的 n 进行计算，找规律，然后用数学归纳法证明规律。这是一个比较常见

的方法。n = 1 时，行列式等于 λ+ a1；n = 2 时，行列式等于 λ2+ a1λ+ a2；n = 3 时，行列式

等于 λ3+ a1λ
2+ a2λ+ a3；那么我们猜测一般情形行列式的为 λn+ a1λ

n−1+ a2λ
n−2+ · · ·+ an.

假设上述论断对 n 成立，那么对 n+ 1 阶方阵，我们按第一行展开，有

原行列式 = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ an

−1 λ an−1

. . .
. . .

...

−1 λ a2

−1 λ+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)1+(1+n)an+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 λ

. . .
. . .

−1 λ

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
前一项由归纳假设代入，后一项的矩阵是上三角矩阵，因此

原行列式 = λ(λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an) + (−1)n+2an+1(−1)n

= λn+1 + a1λ
n + a2λ

n−1 + · · ·+ anλ+ an+1.

练习 4.3.6. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 1

n λ 2

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

2 λ n

1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．
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证明: 我们把原行列式的值记作 fn(λ). 对 1 ≤ i ≤ n− 1, 我们把第 i+ 1, i+ 2, · · · , n 行都加到
第 i 行，不改变行列式的值，所以 fn(λ) 的等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ n λ+ n λ+ n · · · · · · λ+ n

n λ+ n− 1 λ+ n · · · · · · λ+ n

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . .

. . .
...

2 λ+ 1 λ+ n

1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

对 2 ≤ j ≤ n, 我们把第 j 列减去第 j − 1 列，不改变行列式的值，所以 fn(λ) 等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ n 0

n λ− 1 1

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

2 λ− 1 n− 1

1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

按照第一行展开，就有

fn(λ) = (λ+ n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− 1 1

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

2 λ− 1 n− 1

1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ+ n)fn−1(λ− 1),

我们很容易就能计算 f1(λ), f2(λ); 那么递推就可以算出来 fn(λ); 剩下来的交给读者完成。

练习 4.3.7. 回顾??中的对称、上三角和下三角 Pascal 矩阵．在四阶的情形，这三种矩阵分别

为 S4 =


1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

 , U4 =


1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

 , L4 =


1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1

．另外，存在 LU 分解

Sn = LnUn．

1. 求 det(Ln), det(Un), det(Sn)．

2. 求 Sn 右下角元素的代数余子式．

3. 将 Sn 右下角的元素减 1 得到矩阵 An，求 det(An)．

证明: 1. Ln 是对角线为 1 的上三角矩阵，所以 det(Ln) = 1；Un 是对角线为 1 的上三角

矩阵，所以 det(Un) = 1. det(Sn) = det(Ln) det(Un) = 1.

2. Sn 右下角元素的代数余子式是 (−1)n+n det(Sn−1) = 1.
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3. 设 S′
n 是前 n − 1 行和 Sn 相同，最后一行是

[
0 · · · 0 1

]
, 那么根据行列式的行线

性性，所求行列式即 det(Sn) − det(S′
n). 对 S′

n 按照最后一行展开，就有 det(S′
n) =

det(Sn−1), 因此所求行列式为 det(Sn)− det(Sn−1) = 0。

练习 4.3.8. 给定 An =


2 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 2

 , Bn =


1 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 2

．
1. 利用展开式得到 det(Bn) 关于 n 的递推关系，并计算 det(Bn)．

2. 利用 det(An) 与 det(Bn) 的关系计算 det(An)．

证明: 1. B1 = 1, B2 = 1; 当 n ≥ 3 时，我们对最后一列用 Laplace 展开：

det(Bn) = (−1) · (−1)2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1

−1 2
. . .

. . .
. . .

. . .

... −1 2 −1

0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2(−1)2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
所以我们得到了递推式 det(Bn) = − det(Bn−2)+2 det(Bn−1). 这说明 det(Bn)构成等
差数列，所以 det(Bn) = 1.
我们也可以把 Bn 的第一行加到第二行，然后对第一列作 Laplace 展开，这样直接得
到 det(Bn) = det(Bn−1). 我们上面之所以用了比较复杂的计算是因为那是所谓的“三
对角矩阵”求行列式的一般方法。

2. 根据 An 的第一行和 Bn 第一行的关系，我们利用行列式的行线性性，就有

det(An) = det(Bn) +
∣∣∣∣∣1 0

∗ An−1

∣∣∣∣∣ = 1 + det(An−1);

而 det(A1) = 2, 所以 det(An) = n+ 1.

练习 4.3.9 (行列式中的 Fibonacci 数列). 如果一个矩阵比上（下）三角矩阵仅仅多一排非零对

角元，则称之为上（下）Hessenberg 矩阵．例如，H4 =


2 1 1 1

1 2 1 1

0 1 2 1

0 0 1 2

 就是上 Hessenberg 矩阵．

上 Hessenberg 矩阵在数值分析中很有用．

1. 令 Hn 为 n 阶上 Hessenberg 矩阵，其对角元素都是 2，其他非零元素都是 1．证明

det(Hn+2) = det(Hn+1) + det(Hn)，即这些行列式组成了 Fibonacci 数列．
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2. 令 Sn 是对角元素为 3，与对角元相邻的元素为 1 的 n 阶三对角矩阵（见练习 1.3.121.3.12），

例如，S4 =


3 1 0 0

1 3 1 0

0 1 3 1

0 0 1 3

．它既是上 Hessenberg 矩阵，也是下 Hessenberg 矩阵．求

Sn 的递归公式，并分析与 Fibonacci 数列的关系．

3. 设 n 阶三对角矩阵的行列式的完全展开式中，最多有 tn 项非零，求 tn 的递归公式．

证明: 1. 我们首先利用行列式的行线性性知

det(Hn+2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · ·
1 2 1 · · ·
0 1 2 · · ·

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · ·
1 2 1 · · ·
0 1 2 · · ·

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
后一项按第一行展开就得到他等于 det(Hn+1); 前一行我们做一个行倍加：将第二行减
去第一行，就有： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · ·
1 2 1 · · ·
0 1 2 · · ·

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · ·
0 1 0 · · ·
0 1 2 · · ·

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(Hn)

最后一个等号是对中间的行列式先按第一列展开，然后对得到的新行列式按照第一行

展开。那么就有 det(Hn+2) = det(Hn+1) + det(Hn). 又 det(H1) = 2, det(H2) = 3, 所
以这些行列式组成了 Fibanacci 数列。

2. 我们在上一题中已经演示了计算三对角矩阵的方法。首先，S1 = 3, S2 = 8, S3 = 21. 另
一方面，我们把 Sn 按照第一行展开就有

Sn+2 = 3Sn+1 −

[
1 ∗
0 Sn

]
= 3Sn+1 − Sn.

我们记 Fibonacci 数列为如下归纳定义的数列：F0 = F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn. 比较
前几项，我们可以猜测 Sn = F2n+2. 可以通过计算通项公式进行比较，也可以用归纳
法；我们用归纳法来证明，因为这更符合我们“找规律——验证规律”这样的思维过

程。n = 1, 2, 3 是已知的，我们假设对任意 k ≤ n 都有 Sk = F2k+2; 那么

Sn+1 = 3Sn − Sn−1 = 3F2n+2 − F2n = 2F2n+2 + F2n+1 = F2n+2 + F2n+3 = F2n+4

这就完成了归纳。

3. t1 = 1�t2 = 2, t3 = 3, 同样是按第一行展开，我们有

tn+2 = tn+1 + tn.
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练习 4.3.10. 求下列推广的 Vandermonde 行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−2
1 xn1

1 x2 · · · xn−2
2 xn2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明: 我们把这个行列式扩展一下：

f(y) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−2
1 xn−1

1 xn1

1 x2 · · · xn−2
2 xn−1

2 xn2
...

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n xn−1

n xnn

1 y · · · yn−2 yn−1 yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

我们对新行列最后一行作 Laplace展开，那么原行列式是 f(y)中 yn−1 项的系数的 (−1)(n+1)+n

倍。而 f(y) 本身也是个 Vandermonde 行列式，所以

f(y) =
∏

1≤j<i≤n
(xi − xj)

n∏
ℓ=1

(y − xℓ),

那么 f(y) 中 yn−1 项的系数就是 −

(
n∑
ℓ=1

xℓ

) ∏
1≤j<i≤n

(xi − xj), 所以原行列式等于

(
n∑
ℓ=1

xℓ

) ∏
1≤j<i≤n

(xi − xj)

练习 4.3.11. 对 n 阶方阵 A，证明，det(λIn −A) 是 λ 的首项系数为 1 的 n 次多项式．

证明: 我们可以用 Laplace展开和数学归纳法来证明。这里我们用行列式的完全展开式来证。根
据行列式的完全展开式，行列式是将矩阵每一行每一列都去一个元素相乘然后配以合适的 ±1倍

之后再相加，那么 det(λIn−A)的完全展开式中显然每一项都是 λ的多项式，从而 det(λIn−A)
也是 λ 的多项式。当我们观察最高次的时候，会发现这些展开式中除了只有全部取对角线元素

以外的项，其 λ的次数最多是 n−2，而全部取对角线元素的项是 (λ−a11)(λ−a22) · · · (λ−ann),
它最高次是 λn. 这就完成了我们的证明。

附注. 这个证明过程也说明 det(λIn −A) 中 λn−1 项的系数是矩阵 A 的迹的 −1 倍。

练习 4.3.12.

1. 设 A 是正交矩阵，且 det(A) < 0，证明 In +A 不可逆．由此可得，存在非零向量 x，

使得 Ax = −x．

提示. 考虑 AT(A+ I) 与 A+ I 的行列式之间的关系．

2. 设 A 是奇数阶正交矩阵，且 det(A) > 0，证明 In − A 不可逆．由此可得，存在非零

向量 x，使得 Ax = x．偶数阶的情形，结论是否成立？
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证明: A 是正交阵，则 ATA = In, 所以 det(A)2 = 1，即 det(A) = ±1.

1. det(A) < 0 则 det(A) = −1. det(In + A) = det(AAT + A) = det(A) det(AT + In) =

− det(In +A), 所以 det(In +A) = 0. 于是 In +A 不可逆，因此存在非零向量 x 使得

(In +A)x = 0, 即 Ax = −x.

2. det(A) > 0 则 det(A) = 1. det(In − A) = det(AAT − A) = det(A) det(AT − In) =

(−1)n det(In −A), 所以 In −A 不可逆，那么存在非零向量 x 使得 (In −A)x = 0, 即
Ax = x.

n 偶数时结论不成立，例如 A =

[ √
2/2

√
2/2

−
√
2/2

√
2/2

]

练习 4.3.13. 设 n 阶方阵 A = [aij ] 对角占优（见??），且对角元素全是正数，证明 det(A) > 0．

证明: 我们对阶数 n 作归纳。n = 1 时是平凡的；假设命题对任意复合题意的 n 阶方阵成立，

现在考虑对角元都是正数的对角占优矩阵 A =
[
aij

]
1≤i,j≤n+1

. 由于 a11 > 0, 我们作初等列倍加

变换，把第一行除 a11 外圈化为 0, 设此时得到的矩阵形如:
[
a11 0

a B

]
, 并设 B =

[
bij

]
2≤i,j≤n+1

那么 bij = aij − a1j
a11
ai1. 下面我们来证明 B 是对角元都是正数的对角占优矩阵。首先

bii = aii −
a1i
a11

ai1 =
aiia11 − a1iai1

a11
> 0.

其次 ∑
2≤j≤n+1

j ̸=i

|bij | =
∑

2≤j≤n+1
j ̸=i

∣∣∣∣(aij − a1j
a11

ai1

)∣∣∣∣ ≤ ∑
2≤j≤n+1

j ̸=i

(
|aij | −

∣∣∣∣a1ja11ai1
∣∣∣∣)

我们需要注意到 ∑
2≤j≤n+1

j ̸=i

|aij | < aii − |ai1|

∑
2≤j≤n+1

j ̸=i

∣∣∣∣a1ja11ai1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ai1a11
∣∣∣∣ ∑

2≤j≤n+1
j ̸=i

|a1j | <

∣∣∣∣ ai1a11
∣∣∣∣ (a11 − |a1i|)

所以 ∑
2≤j≤n+1

j ̸=i

|bij | < b11

根据归纳假设，det(B) > 0, 那么 det(A) = a11 det(B) > 0.

证明: 我们还有更精巧的证明。令 f(t) = det(tIn+A), 我们把 f(t) 视作 [0,+∞) 上的函数，因

为 f 是关于 t 的次数为 n 首项系数为 1 的多项式，所以 f(t) 是连续的，且当 t → +∞ 时，

f(t) → +∞.
另一方面，对任意的 t ≥ 0, tIn+A都是对角线元素都是正数的对角占优矩阵，所以 det(tIn+

A) 6= 0, ∀t ≥ 0. 那么 f(t) 在 [0,+∞) 上没有零点。结合 t → +∞ 时，f(t) → +∞ 可知

f(t) > 0, ∀t ≥ 0; 特别地，det(A) = f(0) > 0.

练习 4.3.14. 证明若 A 不可逆，则其补矩阵的秩是 0 或 1．
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证明: A 不可逆，则 rank(A) ≤ n − 1, 且 AA∗ = det(A)In = 0，所以 R(A∗) ⊆ N(A), 即
rank(A∗) ≤ n− rank(A)

• 若 rank(A) = n−1,则 rank(A∗) ≤ 1. 另一方面，根据练习 4.2.274.2.27, A存在 n−1阶子方

阵 B，使得 det(B) 6= 0；而 det(B)是 A∗ 的某个元素，所以 A∗ 6= 0；故 rank(A∗) ≥ 1.

• 若 rank(A) ≤ n − 2, 那么根据练习 4.2.274.2.27, A 的任意 n − 1 阶子方阵都不可逆，所以

A∗ 是 0 矩阵，故 rank(A∗) = 0.

练习 4.3.15. 给定所有元素全为整数的可逆矩阵 A，证明，A−1 的所有元素全为整数，当且仅当

|det(A)| = 1．

证明: 因为A和A−1的元素都是整数，所以 det(A), det(A−1)都是整数。又因为 det(A) det(A−1) =

1，所以 det(A) = ±1.

练习 4.3.16. 利用 Cramer 法则把未知数 x1, x2 表示成 t 的函数：{
etx1+ e−2tx2=3 sin t,
etx1− 2e−2tx2= t cos t.

证明: 根据 Cramer 法则，

x1 =

det
([

3 sin t e−2t

t cos t 2e−2t

])

det
([

et e−2t

et 2e−2t

]) = (6 sin t− t cos t) e−t

x2 =

det
([

et 3 sin t
et t cos t

])

det
([

et e−2t

et 2e−2t

]) = (t cos t− 3 sin t) e2t

阅读 4.3.17 (Cramer 法则的另一证明).

练习 4.3.18. 设 n 阶方阵 A,B 满足 AB = BA，证明：

1.
∣∣∣∣∣det

([
A B

−B A

])∣∣∣∣∣ = ∣∣det(A2 +B2)
∣∣．

提示. 将
[
a b

−b a

][
a −b
b a

]
=

[
a2 + b2 0

0 a2 + b2

]
推广到分块矩阵．

2. det
([

A B

−B A

])
= det(A2 +B2)．

提示. 利用完全展开式比较特定项如 (a11a22 . . . ann)
2 的系数．

附注. 此题也有一些不利用完全展开的方法，读者可以自行思考．法一：先考虑 A 可逆的情形，

再对不可逆的 A 构造可逆序列 Ak → A．法二：利用复数．
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证明: 1. 注意到对任意 n 阶方阵 A,B, 我们有[
A B

−B A

][
A −B
B A

]
=

[
A2 +B2 −AB +BA

−BA+AB A2 +B2

]

AB = BA 则有

[
A B

−B A

][
A −B
B A

]
=

[
A2 +B2 0

0 A2 +B2

]
，取行列式就有

det(A2 +B2)2 = det
([

A B

−B A

])
det
([

A −B
B A

])

再注意到

[
A −B
B A

]
=

[
0 In

In 0

][
A B

−B A

][
0 In

In 0

]
, 所以

det
([

A B

−B A

])
= det

([
A −B
B A

])
,

那么就有

∣∣∣∣∣det
([

A B

−B A

])∣∣∣∣∣ = ∣∣det(A2 +B2)
∣∣。

2. 若 A 可逆，那么根据练习 4.2.214.2.21知

det
([

A B

−B A

])
= det(A) det(A− (−B)A−1B) = det(A2 +B2).

若 A 不可逆，考虑 At = A+ tIn。因为 f(t) = det(At) 是关于 t 的首项系数为 1 的 n

次多项式，当 t→ +∞, f(t) → +∞, 因此存在 t0 > 0, 使得对任意 t > t0 时，At 可逆。

令

F (t) = det
([

At B

−B At

])
, G(t) = det(A2

t +B2),

那么 F (t), G(t) 都是关于 t 的首项系数为 1 的 2n 次多项式。根据 A 可逆的情形，我

们知道当 t > t0 时，F (t) = G(t), 那么 F (t) 和 G(t) 作为多项式也是相等的。特别地，

我们有 F (0) = G(0).
我们也可以考虑 f(t) 在 t = 0 附近的行为。因为 f(t) 是多项式，所以 f(t) = 0 只有

有限多个解，那设非零的绝对值最小的解为 t0, 那么 f(t) 在开区间 U = (−|t0|, |t0|) 上
只有唯一解 t = 0. 同样是根据 A 可逆的情形知当 t ∈ U, t 6= 0 时，F (t) = G(t). 根据
F (t), G(t) 的连续性知 F (0) = G(0).

练习 4.3.19. 利用完全展开式求行列式．

1. 设 A 为 4 阶矩阵，所有元素均为 1，在其行列式的完全展开式中，多少项为 1？多少

项为 −1？由此计算 A 的行列式．

2. 把 A 的 (i, j) 元乘以
i

j
得到 B，在 A 和 B 行列式的完全展开式中，每一项如何变

化？行列式如何变化？

183



3. 设 A =


a 0 b 0

0 c 0 d

e 0 f 0

0 g 0 h

，在行列式的完全展开式中，有多少项非零？这个完全展开式是
否有因式分解？（跟分块对角矩阵的情形进行类比）

证明: 1. 行列式的完全展开式每一项都是在 A 的每一行每一列取唯一一个元素相乘，然

后再乘以相应的逆序数。那么按题意，取 1 的项数即逆序数是偶数的项数；取 −1 的

项数即逆序数是奇数的项数，因此都是
4!

2
= 12. 所以行列式为零。

2. A 和 B 的行列式的完全展开式每一项都相等，因为和 A 相比，B 相同位置的项相乘

分子分母均多出来一个 1× 2× 3× 4，所以总乘积不变。

3. 一共有 4 项非零：我们先看第一三行：两种选取：af, be, 第二四行两种选取：ch, dg,
所以一共 4 项。要将这个完全展开式因式分解，我们先交换第二三行，再交换第二三

列，得到的矩阵


a b 0 0

e f 0 0

0 0 c d

0 0 g h

, 所以完全展开式可以因式分解为 (af − be)(dh− dg).

练习 4.3.20. 由

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0，证明，1, 2, . . . , n 的所有排列中，奇、偶排列各占一半．

证明: 因为该矩阵所有元素都是 1, 所以行列式完全展开式中每一项都是 ±1，取 1 当且仅当相

应的项对应于一个偶排列，取 −1 当且仅当相应的项对应于一个奇排列。

行列式为 0 说明取值 1,−1 的项一样多；从而奇、偶排列各占一半。

练习 4.3.21. 在空间 R3 中，证明由向量 a1,a2 围出的平行四边形面积是
√

det(ATA)，其中

A =
[
a1 a2

]
．

提示. 进行 QR 分解 A = QR，那么 A 和 R 对应的平行四边形有何关系？
√

det(ATA) 和√
det(RTR) 有何关系？

证明: 根据练习 3.1.183.1.18, 由 a1,a2 围出平行四边形面积 S =
(
‖a1‖2 ‖a2‖2 − (a1 · a2)

2
)1/2

.
另一方面

det(ATA) = det
([

aT
1

aT
2

] [
a1 a2

])
= det

([
‖a1‖2 a1 · a2

a2 · a2 ‖a2‖2

])
= S2

练习 4.3.22 (行列式游戏). 甲和乙两个人构造一个 n 阶方阵，轮流填写矩阵中的元素，直到填

满为止．如果矩阵的行列式非零，则甲胜；否则，乙胜．

1. 如果乙先开始，且 n = 2，则谁有必胜策略？
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2. 如果乙先开始，且 n = 3，则谁有必胜策略？

3. 如果甲先开始，且 n = 3，则谁有必胜策略？

4. 如果甲先开始，且 n 为偶数，则谁有必胜策略？

证明: 1. 乙有必胜策略，策略如下：乙左上角填 0, 那么右上和左下位置，至少有一个还
是乙填，再填 0,z 这样行列式为 0.

2.
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第五章 特征值和特征向量

5.1 引 子

练习 5.1.1. 证明??。

5.2 基 本 概 念

练习 5.2.1. 求下列复矩阵的全部特征值和特征向量：

[
3 4

5 2

]
．1.

[
0 a

−a 0

]
．2.


0 0 1

0 1 0

1 0 0

．3.


0 2 1

−2 0 3

−1 −3 0

．4.


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

．5.

证明: 我们就第一小题写一下过程，以下只写答案。其中 i =
√
−1.

1. det(λI2 − A) = det
([

λ− 3 −4

−5 λ− 2

])
= (λ− 3)(λ− 2)− 20 = λ2 − 5λ− 14. 所以它

有两个特征值：λ1 = 7, λ2 = −2.

• N(λ1I2 −A) = Span
([

1

1

])
, 即属于 λ1 = 7 的特征向量为 k

[
1

1

]
, k 6= 0.

• N(λ1I2−A) = Span
([

−4

5

])
,即属于 λ2 = −2的特征向量为 k

[
−4

5

]
, k 6= 0.

2. 特征值是 ±ai.

• 属于 ai 的特征向量为 k

[
1

i

]
, k 6= 0.

• 属于 −ai 的特征向量为 k

[
1

−i

]
, k 6= 0.

3. 特征值是 ±1.

• 属于 1 的特征向量为


a

b

a

, a, b 不全为零。
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• 属于 −1 的特征向量为 k


1

0

−1

 , k 6= 0.

4. 特征值是 0,±
√
14i.

• 属于 0 的特征向量为 k


3/2

−1/2

1

 , k 6= 0.

• 属于
√
14i 的特征向量为 k


−(6 +

√
14i)/10

−(−2 + 3
√
14i)/10

1

 , k 6= 0.

• 属于 −
√
14i 的特征向量为 k


−(6−

√
14i)/10

−(−2− 3
√
14i)/10

1

 , k 6= 0.

5. 特征值是 ±2

• 属于 2 的特征向量为


x1 + x2 + x3

x1

x2

x3

, x1, x2, x3 不全为零。

• 属于 −2 的特征向量为 k


1

−1

−1

−1

 , k 6= 0.

练习 5.2.2. 构造符合要求的矩阵 A：

1. A 的特征多项式为 λ2 − 9λ+ 20，构造三个不同的 A．

2. A =

[
0 1

∗ ∗

]
，且 A 的特征值为 4, 7．

3. A =


0 1 0

0 0 1

∗ ∗ ∗

，且 A 的特征值为 1, 2, 3．

证明: 1. 按题意，A 阶数为 2, 迹为 9, 行列式为 20. 选择很多，我们随便给几个[
4 0

0 5

]
,

[
2 2

−3 7

]
,

[
3 −2

1 6

]

2. 特征值是 4, 7，那么迹是 11，行列式是 28，所以 A =

[
0 1

−28 11

]
. 我们也可以假设

A =

[
0 1

x y

]
，那么 A 的特征多项式是 det

([
λ −1

−x λ− y

])
= λ2 − yλ − x; 由题意，

4, 7 是 λ2 − yλ− x = 0 的两个根。即可求出 x = −28, y = 11.
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3. 设 A =


0 1 0

0 0 1

x y z

，A 的特征多项式是

det



λ −1 0

0 λ −1

−x −y λ− z


 = λ3 − zλ2 − yλ− x.

根据题意有 λ3 − zλ2 − yλ− x = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3), 所以

x = 6, , y = −11, , z = 6.

练习 5.2.3. 设 A =


2 −2 0

−2 x −2

−2 −2 0

 , B =


2

2

y

，已知 A,B 特征多项式相同，求 x, y．

证明: (法一) det(λI3 − A) = det



λ− 2 2 0

2 λ− x 2

2 2 λ


 = λ3 − (2 + x)λ2 + (2x − 8)λ + 16,

det(λI3 − B) = det



λ− 2

λ− 2

λ− y


 = λ3 − (4 + y)λ2 + (4 + 4y)λ− 4y, 比

较系数就有 y = −4, x = −2.

(法二) A,B 的特征多项式相同，就他们有相同的迹和行列式。A 的行列式通过多第三列进

行 Laplace 展开，B 是对角矩阵，即得 4y = −16，所以 y = −4；再考虑迹，就有

2 + x = 2 + 2 + y，故 x = −2.

练习 5.2.4. 设 A =


2 1 1

1 2 1

1 1 a

 可逆，且 x =


1

b

1

 是 A 的特征向量，求 a, b 的值．

证明: 按定义，存在 λ 使得 Ax = λx, 即
2 + b+ 1 = λ

1 + 2b+ 1 = λb

1 + b+ a = λ

解方程组得 
a = 2

b = −2

λ = 1

或


a = 2

b = 1

λ = 4
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练习 5.2.5. 设 A =

[
a b

c d

]
．

1. 利用一元二次方程求根公式，写出 A 的两个特征值 λ1, λ2 的表达式．

2. 构造一个非对角的 A，满足 λ1 = λ2．

3. 设 λ 为 A 的特征值，证明 A

[
b

λ− a

]
= λ

[
b

λ− a

]
, A

[
λ− d

c

]
= λ

[
λ− d

c

]
．

附注. 如果这两个向量不是零向量，那么它们就是特征向量．

4. 若上述两个向量中有且仅有一个是零向量，求 A 的特征值和特征向量．

5. 若上述两个向量都是零向量，求 A 的特征值和特征向量．

证明: 1. A 的特征多项式是 det(λI2 −A) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc), 所以

λ1,2 =
(a+ d)±

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2
=

(a+ d)±
√
(a− d)2 + 4bc

2

2. λ1 = λ2 ⇔ (a− d)2 + 4bc = 0. 例如我们可以令 a = d 6= 0, b 6= 0, c = 0.

3.

A

[
b

λ− a

]
=

[
ab+ b(λ− a)

bc+ d(λ− a)

]
=

[
bλ

λ2 − aλ

]
= λ

[
b

λ− a

]

A

[
λ− d

c

]
=

[
a(λ− d) + bc

c(λ− d) + dc

]
=

[
λ2 − dλ

cλ

]
= λ

[
λ− d

c

]

4. 若

[
b

λ− a

]
= 0, 则

[
λ− d

c

]
6= 0, 那么 b = 0, λ = a.

• a 6= d,那么 a, d是A的两个特征值，属于特征值 a的特征向量是 k

[
a− d

c

]
, k 6=

0; 属于 d 的特征向量是

[
0

k

]
, k 6= 0.

• a = d, 那么 c 6= 0, 此时 A 有唯一的特征值 a, 属于特征值 a 的特征向量是[
0

k

]
5. 此时 λ − a = b = λ − d = c = 0, 因此 A 是数量矩阵 aI2, R2 的任何非零向量都是 A

的特征向量。

练习 5.2.6. 给定向量 a, b ∈ Rn，计算 A = abT 的所有特征对．

证明: A = 0 当且仅当 a 或者 b 等于零。此时特征对为 (0,x), ∀x 6= 0. 以下假设 a 6= 0, b 6= 0.
设 (λ,x) 是 A 的一个特征对，即 Ax = λx, 那么

abTx = λx.

• 若 λ = 0, (bTx)a = 0, 那么这等价于 x ∈ b⊥.
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• 若 λ 6= 0, 那么 x = (λ−1bTx)a, 于是

abTx = (λ−1bTx)a(bT)a 6= 0,

此时需要 ba 6= 0, 并且进一步地有 λ = bTa.

综合起来就有：

• 若 bTa = 0, A 的特征对为
{
(0,x) : x ∈ b⊥ − {0}

}
;

• 若 bTa 6= 0, A 的特征对为
{
(0,x) : x ∈ b⊥ − {0}

}
∪
{
(bTa, ka) : k 6= 0

}
.

练习 5.2.7. 已知 A 的特征值为 1, 2, 3，求下列矩阵的特征值：

2A,A+I3, A
2, A,AT, A−1（A为何可逆？）．1.

[
A 0

0 A

]
,

[
A A

0 A

]
．2.

证明: 1. • 2A 的特征值是 2, 4, 6;

• A+ I3 的特征值是 2, 3, 4;

• A2 的特征值是 1, 4, 9;

• A 的特征值是 1, 2, 3;

• AT 的特征值是 1, 2, 3;

• 因为 A 的行列式是它所有特征值（算重数）的乘积，所以 A 可逆，A−1 的

特征值是 1, 2−1, 3−1

2. 这两个矩阵的特征多项式都是 A 的特征多项式的平方，因此特征值也是 1, 2, 3; 但是
每个特征值的重数都是 A 的重数的两倍。

练习 5.2.8. 证明，如果 (λ,x) 是 A 的特征对，则 (f(λ),x) 是 f(A) 的特征对，其中 f(x) 是任

意多项式．

证明: 因为 Ax = λx, 那么 Anx = λAn−1x = · · · = λnx. 若 f(x) =
∑n

i=0 aix
i, 那么

f(A)x =

n∑
i=0

aiA
ix =

n∑
i=0

aiλ
ix = f(λ)x,

所以 (f(λ),x) 是 f(A) 的特征对。

练习 5.2.9. 设 A 是可逆矩阵，证明，A 的特征值都不为 0；若 λ0 是 A 的一个特征值，则
1

λ0
是 A−1 的一个特征值．

证明: f(λ) = det(λIn −A), A 的所有特征值是 f(λ) 的根, 那么

λ1 · · ·λn = det(A).

A 可逆当且仅当 det(A) 6= 0, 所以 A 的所有特征值都非零。
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另一方面，若 λ0 6= 0，那么

det(λ0In −A) = det(A) det(λ0A−1 − In) = (−1)nλn0 det(λ−1
0 In −A−1),

所以 λ0 是 A 的特征值当且仅当 λ−1
0 是 A−1 的特征值。

练习 5.2.10. 设 q1, q2, q3 ∈ R3 为一组标准正交基，分别求 q1q
T
1 , q1q

T
1 +q2q

T
2 , q1q

T
1 +q2q

T
2 +q3q

T
3

所有特征值和特征向量．

证明: • 记 A = q1q
T
1 , 那么

Aq1 = q1, Aq2 = Aq3 = 0

所以 A 的特征对为 {(1, kq1) : k 6= 0} 和 {(0, k2q2 + k3q3) : k2, k3不全为零}

• 记 A = q1q
T
1 + q2q

T
2 , 那么

Aq1 = q1, Aq2 = q2, Aq3 = 0

所以 A 的特征对为 {(1, k1q1 + k2q2) : k1, k2不全为零} 和 {(0, k3q3) : k3 6= 0}

• 事实上这个矩阵是单位阵，所以 1 是它唯一的特征值，所有非零向量都是属于特征值

1 的特征向量。

练习 5.2.11. 设 n 阶实方阵 A 满足 ATv = λv，其中 v ∈ Rn,v 6= 0．

1. 设 Aw = µw，且 w ∈ Rn, λ 6= µ，证明 v,w 正交。

2. 证明，实对称矩阵的属于不同特征值的实特征向量正交。

证明: 1. 考虑 vTw, 那么

λvTw = (λv)Tw = (ATv)Tw = vTAw = µvTw

因为 λ 6= µ，所以 vTw = 0。

2. 设 v1, · · · ,vr 分别是实对称矩阵 A 的属于不同的特征值 λ1, · · · , λr 的是特征向量，那
么由第一题，vT

i vj = 0, 故 v1, · · · ,vr 两两互相正交。

练习 5.2.12. 证明：

1. 若存在正整数 k，使得 Ak = 0，则 A 的特征值只能是 0．

2. 若 A2 = In，则 A 的特征值只能是 1 或 −1．

3. 若 A2 = A，则 A 的特征值只能是 1 或 0．

证明: 设 (λ,x) 是 A 的一个特征对，即 Ax = λx, 在练习 5.2.85.2.8那么我们已经证明过，对任意 k,
Akx = λkx.

1. 根据题意 Akx = 0, 故 λkx = 0, 所以 λ = 0.

2. 根据题意 A2x = x, 故 λ2 = 1, 所以 λ = ±1.
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3. 根据题意 A2x = Ax, 故 λ2 = λ, 所以 λ = 0 或 1.

练习 5.2.13. 对方阵 A，若多项式 f(x) 满足 f(A) = 0，则称 f(x) 是 A 的化零多项式．

给定 A 的特征值 λ，证明，若 f(x) 是 A 的化零多项式，则 f(λ) = 0．

证明: 这是练习 5.2.85.2.8的直接推论：若 (λ,x) 是 A 的一个特征对，那么

f(λ)x = f(A)x = 0

所以 f(λ) = 0

练习 5.2.14. 设方阵 A,B 可交换，λ0 是 A 的一个特征值，Vλ0 是 A 的特征值为 λ0 的特征子

空间。证明，对任意 x ∈ Vλ0，都有 Bx ∈ Vλ0．

当 A,B 不可交换时，结论是否成立？

证明: 对任意 x ∈ Vλ0 = N(λ0In −A)，那么

A(Bx) = BAx = B(λ0x) = λ0Bx,

即 (λ0In −A)Bx = 0, 所以 Bx ∈ Vλ0 .
A,B 不交换时，结论不成立，反例如：

A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0 1

1 0

]
, λ0 = 0,x =

[
1

0

]

练习 5.2.15. 证明，A 和 T−1AT 具有相同的特征多项式。

证明:

det(λIn − T−1AT ) = det(T−1(λIn −A)T ) = det(T−1) det(λIn −A) det(T ) = det(λIn −A)

这就说明 A 和 T−1AT 具有相同的特征多项式。

练习 5.2.16. 设 λ1, λ2 是 A 的两个不同特征值，x1,x2 是分别属于 λ1, λ2 的特征向量．证明，

x1 + x2 不是 A 的特征向量．

证明: 首先我们说明 x1,x2 线性无关：若 a1x1 + a2x2 = 0, 那么

a1λ1x1 + a2λ2a2 = A(a1x1 + a2x2) = 0

于是 a1(λ2 − λ1)x1 = 0, 所以 a1 = 0; 进一步地，a2 = 0.
下面我们用反证法来证明 x1+x2 不是 A 的特征向量。若不然，存在 λ 使得 A(x1+x2) =

λ(x1 + x2), 于是
λ1x1 + λ2x2 = λ(x1 + x2),

由线性无关性有 λ1 = λ = λ2, 矛盾。
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练习 5.2.17. 证明或举出反例：

1. 如果 A,B 具有相同的特征值、代数重数和特征向量，则 A = B．

2. 如果 A,B 有相同的特征值和代数重数，则 A−B 所有特征值之和为零．

3. A+B 的特征值之和等于 A 的特征值之和与 B 的特征值之和的和．

4. A+B 的特征值之积等于 A 的特征值之积与 B 的特征值之积的积．

5. AB 的特征值之积等于 A 的特征值之积与 B 的特征值之积的积．

6. AB 和 BA 具有相同的特征值和代数重数．

7. 如果 A 的特征值全为零，则 A 是零矩阵．

8. 将 A 的第 i 行加到第 j 行上，再将第 i 列从第 j 列中减去，得到的矩阵 B 和 A 有

相同的特征值．若正确，则对应的特征向量有何联系？

9. 将 A 的第 i 行加到第 j 行上，再将第 j 列从第 i 列中减去，得到的矩阵 B 和 A 有

相同的特征值．若正确，则对应的特征向量有何联系？

10. 将 A 的第 i, j 行交换，再将第 i, j 列交换，得到的矩阵 B 和 A 有相同的特征值．若

正确，则对应的特征向量有何联系？

11. 对角矩阵的特征向量一定是标准坐标向量．

12. 正交矩阵的特征值都是绝对值等于 1 的复数．

13. 所有 n 阶置换矩阵都有一个共同的特征向量．

证明: 1. 错误，例如 A =

[
1 0

0 2

]
, B =

[
2 0

0 1

]
. 在有相同的特征值、代数重数的基础上，

需要相同的特征对。

2. 正确，因为特征值之和（计算重数）等于矩阵的迹，因此 A − B 的特征值之和等于

trace(A−B) = trace(A)− trace(B) = 0.

3. 正确，证明方法同上，考虑迹即可。

4. 错误；我们考虑行列式，特征值之积（计算重数）等于矩阵的行列式，但是一般来说

det(A+B) 6= det(A) det(B). 反例如 A =

[
1 0

0 −1

]
, B =

[
0 1

1 0

]
5. 正确，我们考虑行列式即可。

6. 若A,B都是方阵，那结论是正确的，若不是方阵，则结论是错误的。若A ∈Mm×n(R), B ∈
Mn×m(R), 则 λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA).

7. 错误。例如 A =

[
0 1

0 0

]
.

8. 错误。例如 A =

[
1 2

0 2

]
, i = 1, j = 2, 则 B =

[
1 1

1 3

]
, det(λI2 − A) = λ2 − 3λ + 2,

det(λI − 2−B) = λ2 − 4λ+ 2.

9. 正确，因为 B = Eij(1)AEij(1)
−1。v 是 A 的特征向量当且仅当 Eij(1)v 是 B 的特征

向量。

10. 正确，因为 B = PijAPij。v 是 A 的特征向量当且仅当 Pijv 是 B 的特征向量。
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11. 错误，例如:
[
1

1

]
是 I2 的的特征向量。

12. 正确。设 A 是正交矩阵，(λ,v) 是特征对，那么

λλvTv = λv
T
(λv) = vTATAv = vTv,

所以 λλ = 1, 即 λ 绝对值等于 1。

13. 正确，


1

1
...

1

 是所以置换矩阵共同的特征向量。

练习 5.2.18. 设 A,B 分别是 m× n, n×m 矩阵，证明

λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA).

特别地，当 m = n 时，det(λIn −AB) = det(λIn −BA)．

证明: 考虑分块矩阵 C =

[
0 A

B 0

]
, C 的特征多项式是矩阵

[
λIm A

B λIn

]
的行列式。我们分别作

分块初等行倍加变换把 C 转化为上三角矩阵和下三角矩阵，则得到了：[
λIm A

0 λIn − 1
λBA

]
和

[
λIm − 1

λAB 0

B λIn

]

这两个矩阵的行列式相等，所以

λm det
(
λIn −

1

λ
BA

)
= λn det

(
λIm − 1

λ
AB

)
整理一下就有

λ2m det(λ2In −BA) = λ2n det(λ2Im −AB).

用 λ 来替换 λ2 即可得

λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA).

练习 5.2.19. 如果复矩阵 A,B 可交换，证明 A,B 至少有一个公共的特征向量．

证明: 设 λ0是 A的一个特征值，考虑 Vλ0 ,它的维数设为 k ≥ 1. 我们取 Vλ0 的一组基 v1, · · · ,vk.
由练习 5.2.145.2.14，Bvi ∈ Vλ0，存在 cij 使得 Bvi =

∑k
j=1 cijvj , 写成矩阵形式就有

B
[
v1 · · · vk

]
=
[
v1 · · · vk

] [
cji

]
令矩阵 C =

[
cji

]
, 取 C 的一个特征对 (µ,y), 其中 0 6= y ∈ Rk, 那么

B
[
v1 · · · vk

]
y =

[
v1 · · · vk

] [
cji

]
y =

[
v1 · · · vk

]
µy
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即：

B (y1v1 + · · ·+ ykvk) = µ(y1v1 + · · ·+ ykvk).

根据特征对的要求和 v1, · · · ,vk 的线性无关性知 w = y1v1 + · · · + ykvk 6= 0, 这就是说 (µ,w)

是 B 的一个特征对。另一方面，w ∈ Vλ0 ; 所以 w 是 A,B 共同的特征向量。

练习 5.2.20. 设 A 是四阶数独矩阵（见练习 2.4.102.4.10），证明其绝对值最大的特征值为 10，且属

于该特征值的特征向量的所有分量都相等．

证明: 设 (λ,x)是A的一个特征对，其中 0 6= x =


x1

x2

x3

x4

. 设 xi使得 |xi| = max(|x1| , |x2| , |x3| , |x4|) >

0. 因为 Ax = λx，我们考虑第 i 分量，就有

ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 + ai4x2 = λxi

我们取绝对值就有

|λ| |xi| ≤
s∑
j=1

|aij | |xi| ≤
4∑
j=1

|aij | |xi|

所以 |λ| ≤
∑4

j=1 |aij | = 10. 因为 aij ∈ {1, 2, 3, 4}, 那么取等号仅当 xi 正负号相同且绝对值相

同，即 xi 均相等。

反之，若 xi 都相等，那么由于 A 是数独矩阵，每一行元素相加等于 10, 所以就有 Ax =

10x.

练习 5.2.21. 设方阵 A 的每个元素都是整数，证明：
1

2
一定不是 A 的特征值．

证明: 因为方阵 A 的每个元素都是整数，那么根据行列式的完全展开式，A 的特征多项式是首

项系数为 1 的，系数都是整数的 n 次多项式。我们证明下面这个一般的结论：首项系数为 1 的

整系数多项式的有理数根都是整数。

设 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0(ai ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n), 有理数 r

s 是它的根，其中 r, s ∈ Z 且 r, s

互素。要证明 r
s 是整数，即要证明 s = ±1.

rn

sn
+ a1

rn−1

sn−1
+ · · ·+ an = 0,

那么我们有 rn = −s(a1rn−1 + a2r
n−2s + · · · + ans

n−1), 等式右边是 s 的倍数，左边和 s 互素，

那就只能用 s = ±1. 证毕。

练习 5.2.22. 回顾??中的矩阵 A =

[
0.6 0.1

0.4 0.9

]
，以及稳定状态对应的矩阵 A∞ =

[
0.2 0.2

0.8 0.8

]
．

1. 如果 An 和 A∞ 中对应的元素相差不超过 0.01，那么 n 至少是多少？

2. 交换 A 的两行，特征值是否不变？
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证明: 1. det(λI2 −A) = λ2 − 1.5λ+0.5 = (λ− 1)(λ− 0.5), 所以 A 的两个特征值是 1 和

0.5. 我们再计算

N(I2 −A) = Span
([

1

4

])
,N(0.5I2 −A) = Span

([
1

−1

])

那么我们有 A

[
1 1

4 −1

]
=

[
1 1

4 −1

][
1 0

0 1
2

]
。令 P =

[
1 1

4 −1

]
，则 A = P

[
1 0

0 1
2

]
P−1,

从而

An = P

[
1 0

0 1
2n

]
P−1 =

15 +
4

5 · 2n
1

5
− 1

5 · 2n
4

5
− 4

5 · 2n
4

5
+

1

5 · 2n


为了使误差不超过 0.01, 则 4

5 · 2n
≤ 0.01, 则 n ≥ 7.

2. 交换两行特征值要变化。我们直接计算可以知道交换两行后，特征值变为 1 和 −0.5.

练习 5.2.23. 给定 m 阶方阵 A1，n 阶上三角矩阵 A2 和 m×n 矩阵 B．证明如果 A1 和 A2 没

有相同的特征值，关于 m× n 矩阵 X 的矩阵方程 A1X −XA2 = B 有唯一解．

矩阵方程 A1X −XA2 = B 称为 Sylvester 方程，在控制论中有不少应用。

证明: 我们先证矩阵方程 A1X −XA2 = B 有唯一解，而这等价于 A1X = XA2 只有 X 是零

矩阵这一个解。我们记 A2 =
[
aij

]
，因为 A2 上三角，所以当 i > j 时，aij = 0，且 A2 的特征

值是它的对角元 a11, · · · , ann，根据题意，它们都不是 A1 的特征值。设 X =
[
x1 · · · an

]
是

A1X = XA2 的解，那么就有

Ax1 = a11x1, Ax2 = a12x1 + a22x2, · · · , Axn = a1nx1 + · · ·+ annxn.

那么 (A − a11Im)x1 = 0，a11 不是 A 的特征值，所以 A − a11Im 可逆，所以 x1 = 0. 于是
Ax2 = a12x1 + a22x2 = a22x2，a22 不是 A 的特征值，所以 A− a22Im 可逆，所以 x2 = 0. 以
此类推就证得 x1 = x2 = · · · = xn = 0, 所以方程 A1X = XA2 只有零矩阵这一个解。

我们把 Mm×n(R) 通过如下的方式等同于 Rmn：

φ :Mm×n(R) → Rmn, X =
[
x1 · · · xn

]
7→


x1

x2

...

xn


这是一个双射。给定 A1, A2, 我们定义 f : Rmn → Rmn 是如下的复合映射：

Rmn φ−1
//Mm×n(R)

X 7→A1X−XA2//Mm×n(R)
φ

// Rm×n

我们可以验证 f 是线性映射（请读者自行验证）。方程 A1X = XA2 只有零矩阵这一个解

等价于 Mm×n(R)
X 7→A1X−XA2//Mm×n(R) 是单射，从而复合映射 f 也是单射；那么 f 也是满

射，从而映射 Mm×n(R)
X 7→A1X−XA2//Mm×n(R) 是满射，意即：对任意 B ∈Mm×n(R), 都存在

X ∈Mm×n(R) 使得 A1X −XA2 = B.
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5.3 对角化和谱分解

练习 5.3.1. 设三阶方阵 A 的特征值及对应特征向量分别是 1, 1, 3 和


2

1

0

 ,

−1

0

1

 ,

0

0

1

，求 A．

证明: 按照题意，我们有

A


2 −1 0

1 0 0

0 1 1

 =


2 −1 0

1 0 0

0 1 1



1 0 0

0 1 0

0 0 3



那么 A =


2 −1 0

1 0 0

0 1 1



1 0 0

0 1 0

0 0 3



2 −1 0

1 0 0

0 1 1


−1

=


1 0 0

0 1 0

2 −4 3


练习 5.3.2. 判断下列方阵是否可对角化：

1 2 3

4 5 6

7 8 9

．1.


0 1 1

0 0 1

0 0 0

．2.

证明: 这样的问题分两步走：计算特征多项式和特征值，计算每个特征值的代数重数和几何重
数。

1. det(λI3 − A) = λ(λ2 − 15λ − 18), 故 A 有 3 个不同的特征值，那么 A 可以相似对角

化。

2. A 只有唯一的特征值 0, 其代数重数数 3，几何重数是 1，所以不可以相似对角化。

练习 5.3.3. 计算 An：

A =


0 0 0

0 0 0

4 0 1

．1. A =


1 −1 1

2 4 −2

−3 −3 5

．2.

证明: 1. A =


0

0

1

[4 0 1
]
, 那么 An =

[4 0 1
]

0

0

1



n−1

A = A.

2. det(λI3−A) = (λ−2)2(λ−6),特征值是 2, 6; N(2I3−A)的一组基是


1

−1

0

 ,

1

0

1

 ,N(6I3−
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A) 的一组基是


1

−2

3

, 那么 A =


1 1 1

−1 0 −2

0 1 3



2

2

6




1 1 1

−1 0 −2

0 1 3


−1

, 所以

An =


1 1 1

−1 0 −2

0 1 3



2n

2n

6n




1 1 1

−1 0 −2

0 1 3


−1

=
1

4


5 · 2n − 6n 2n − 6n 6n − 2n

2 · 6n − 2 · 2n 2 · 6n + 2 · 2n 2 · 2n − 2 · 6n

3 · 2n − 3 · 6n 3 · 2n − 3 · 6n 2n + 3 · 6n



练习 5.3.4. 设 A =


3 2 −2

−k −1 k

4 2 −3

．当 k 取何值时，A 可对角化？当 A 可对角化时，写出其

谱分解．

证明: A 的特征多项式是 det(λI3 − A) = (λ + 1)2(λ − 1), 它的特征值是 1,−1, 代数重数分

别是 1, 2. N(I3 − A) 的一组基是


1

0

1

, A 可以相似对角化，当且仅当 −1 的几何重数是 2, 即

rank(A+I3) = 1. 而 A+I3 =


4 2 −2

−k 0 k

4 2 −2

,那么 rank(A) = 1当且仅当 k = 0. 此时 N(A+I3)

的一组基是


1

−2

0

 ,

1

0

2

. 那么 A 的谱分解是

A =


1 1 1

0 −2 0

1 0 2



1

−1

−1



1 1 1

0 −2 0

1 0 2


−1

练习 5.3.5. 设 A 是 4 阶方阵，其对角元都是 4，非对角元都是 −1．令 H 为 4 阶 Hadamard

矩阵，即 H =


1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

（见阅读 3.2.33.2.3）．计算 AH，由此得出 A 的谱分解，并求

det(A), A−1．
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证明: A =


4 −1 −1 −1

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

−1 −1 −1 4

, 我们直接计算矩阵乘法

AH =


1 5 5 5

1 −5 5 −5

1 5 −5 −5

1 −5 −5 5

 = H


1

5

5

5


所以 A的谱分解为 A = Hdiag(1, 5, 5, 5)H−1, det(A) = 125, A−1 = Hdiag(1, 5−1, 5−1, 5−1)H−1.

练习 5.3.6. 利用矩阵，求下列数列的通项公式和极限．

1. （Lucas 数）L1 = 1, L2 = 3, Ln+2 = Ln+1 + Ln (n = 1, 2, . . . )．

2. a0 = 0, a1 = 1, an+2 =
1

2
an+1 +

1

2
an (n = 0, 1, 2, . . . )．

3. a0 = a1 = 0, a2 = 1, an+3 =
1

2
an+2 +

1

4
an+1 +

1

4
an (n = 0, 1, 2, . . . )．

4. a0 = 1, an+1 = an + 2× 3n (n = 0, 1, 2, . . . )．考虑向量

[
an

3n

]
．

5. a0 = 0, b0 = 1, an+1 = an + bn, bn+1 = 3an + 3bn (n = 0, 1, 2, . . . )．考虑向量

[
an

bn

]
．

证明: 对于递推式 xn+k = a1xn+k−1+· · ·+ak−1xn+1+akxn,我们考虑向量 xn =
[
xn · · · xn+k−1

]T
，

根据递推式就有

xn+1 = Axn,其中A =


0 1

. . .
. . .

0 1

ak ak−1 · · · a1


要计算 xn，我们只需要计算 An, 那么就需要对 A 进行谱分解。A 的特征多项式恰好是 λk −
(a1λk−1 + · · · + ak−1λ + ak)。在 A 可以相似对角化的情况下（例如方程 λk = (a1λk−1 + · · · +
ak−1λ + ak 有 k 个互不相同的根），走完整个流程我们可以验证：存在 b1, · · · , bk 使得 xn =

b1λ
n + · · ·+ bkλ

k. 那么，我们可以代数初始值，求出 b1, · · · , bk 即可。

1. λ2 = λ+ 1 有两个根 1±
√
5

2 , 那么 Ln = b1

(
1+

√
5

2

)n
+ b2

(
1−

√
5

2

)n
; 考虑 n = 1, 2，可以

求出 b1 = 1, b2 = 1. 所以

Ln =

(
1 +

√
5

2

)n
+

(
1−

√
5

2

)n
2. λ2 = 1

2λ+
1
2 有两个根 1,−1

2 ,那么 an = b1+b2(−1
2)
n;代入 n = 0, 1得 b1 =

2
3 , b2 = −2

3，

所以

an =
2

3
− 2

3
(−2)−n
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3. λ3 = 1
2λ

2 + 1
4λ+ 1

4 有一个实根 1，两个虚根 −1±
√
−3

4 ，所以 an = b1 + b2(
−1+

√
−3

4 )n +

b3(
−1−

√
−3

4 )n, 代入 n = 0, 1, 2 解得 b1 =
4
7 , b2 =

−10−2
√
−3

7
√
−3

, b3 =
10−2

√
−3

7
√
−3

, 所以

an =
4

7
+

−10− 2
√
−3

7
√
−3

(
−1 +

√
−3

2

)n
+

10− 2
√
−3

7
√
−3

(
−1−

√
−3

2

)n

4. 令 an =

[
an

3n

]
, 则

an+1 =

[
an + 2× 3n

3n+1

]
=

[
1 2

0 3

][
an

3n

]

记 A =

[
1 2

0 3

]
，则 A =

[
1 1

0 1

][
1 0

0 3

][
1 1

0 1

]−1

,

An =

[
1 1

0 1

][
1 0

0 3n

][
1 1

0 1

]−1

=

[
1 3n − 1

0 3n

]

那么 an+1 = Ana1 =

[
3n+1

3n+1

]
, 所以 an = 3n.

5. 令 an =

[
an

bn

]
, 那么

an+1 =

[
1 1

3 3

]
an

令 A =

[
1 1

3 3

]
=

[
1

3

] [
1 1

]
, 那么 n ≥ 2 时

an = Ana0 =

([
1 1

] [1
3

])n−1

Aa0 = 4n−1

[
1

3

]

所以 n ≥ 2 时，an = 4n−1, bn = 3 · 4n−1.

练习 5.3.7. 利用谱分解说明如下事实：[
3 2

1 4

]1024
的每个元素都大于 10700．1.

[
3 2

−5 −3

]1024
= I2．2.[

5 7

−3 −4

]1024
= −

[
5 7

−3 −4

]
．3.

[
5 6.9

−3 −4

]1024
的每个元素都小于 10−70．4.

证明: 1.
[
3 2

1 4

]
=

[
1 2

1 −1

][
5

2

][
1 2

1 −1

]−1

, 那么

[
3 2

1 4

]1024
=

[
1 2

1 −1

][
51024

21024

][
1 2

1 −1

]−1

=
1

3

[
51024 + 21024 2 · 52014 − 21025

51024 − 21024 2 · 51024 + 21024

]
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最小的是 51024 − 21024 > 51020, 我们只需证明 5320 > 2700 ⇔ 516 > 235. 而 516 =

6254 > 5124 = 236.

2. 该矩阵有两个不同的特征值 ±
√
−1, 所以存在复矩阵 X，使得[

3 2

−5 −3

]
= X

[√
−1 0

0 −
√
−1

]
X−1

所以该矩阵的 8 次方等于 I2。于是

[
3 2

−5 −3

]1024
=

[ 3 2

−5 −3

]8128

= I2.

3. 矩阵的特征多项式是 λ2−λ+1,设它的两个特征值是 λ1, λ2,则 λ1 6= λ2, λ
3
1 = λ32 = −1.

所以存在复矩阵 X，使得 [
5 7

−3 −4

]
= X

[
λ1 0

0 λ2

]
X−1

所以该矩阵的 3 次方等于 −I2. 于是[
5 7

−3 −4

]1024
=

[ 5 7

−3 −4

]3341 [
5 7

−3 −4

]
= −

[
5 7

−3 −4

]
.

4. 矩阵的特征多项式是 λ2 − λ+ 0.7, 它有两个不同的复特征值 λ1, λ2, 则 |λ1|2 = |λ2|2 =

0.7. 我们不需要算得很精确，只需要估算即可。将它谱分解之后，我们会发现
[

5 6.9

−3 −4

]1024
的每个分量的模长都小于 100(0.7)512, 我们只需证明

(
7

10

)512

< 10−72, 或者等价地

7512 < 10440, 或者等价地 764 < 1055. 而 764 = 4932 < 5032, 我们只需证 5032 < 1055,
或者等价的 532 < 1023, 或者等价的 59 < 223. 又 59 = 1253 < 1283 = 221 < 223. 证毕

练习 5.3.8. 设有谱分解 A = XΛX−1，求下列矩阵的谱分解：

A−1．1. AT．2.
[
A 0
0 2A

]
．3.

[
0 A

A 0

]
．4.

证明: 1. A−1 = XΛ−1X−1.

2. AT = (XT)−1λTXT.

3.
[
A 0
0 2A

]
=

[
X 0
0 X

][
Λ 0
0 2Λ

][
X−1 0

0 X−1

]

4.
[

0 A

A 0

]
= X̃Λ̃X̃−1, 其中 X̃ =

[
In In

In −In

][
X

X

]
, Λ̃ =

[
Λ

−Λ

]

练习 5.3.9. 利用特征值计算下列 n 阶矩阵的行列式：

201



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b · · · b

b a
. . .

...
...

. . .
. . . b

b · · · b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 1 + a2b2
. . .

...
...

. . .
. . . an−1bn

anb1 · · · anbn−1 1 + anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．2.

证明: 记矩阵为 A

1.


1
...

1

 是 A 的特征向量，特征值是 a+ (n− 1)b; 那么其余特征值的代数重数、几何重数

至多是 n − 1; 注意到 (a − b)In − A 所有元素都是 −b，所以秩是 1, 那么 dimN((a −
b)In − A) = n− 1，即 a− b 是特征值，几何重数是 n− 1，那么这就是所有的特征值

了。特征值的乘积是行列式，所以 det(A) = (a− b)n−1(a+ (n− 1)b).

2. 记矩阵 B =
[
−aibj

]
, f(λ) = det(λIn −B), 那么 det(A) = f(1).

现在我们考虑 B = −


a1

a2
...

an


[
b1 b2 · · · bn

]
, B 是秩 1矩阵，所以 dimN(B) = n−1,

所以 0 是 B 的几何重数为 n − 1 的特征值。trace(B) = −(a1b1 + · · · + anbn), 因为
trace(B) 是 B 的所有特征值的和，所以 B 还有一个特征值 −(a1b1+ · · ·+ anbn); 那么
f(λ) = λn−1(λ+ (a1b1 + · · ·+ anbn))。从而 det(A) = f(1) = 1 + (a1b1 + · · ·+ anbn).

练习 5.3.10. 证明：

1. n 阶方阵 Jn(λ0) =


λ0 1

λ0
. . .

. . . 1

λ0

 只有一个特征值 λ0，其代数重数是 n，几何重

数是 1．

2. 分块对角矩阵 A =

[
Jn1(λ0) 0

0 Jn2(λ0)

]
只有一个特征值 λ0，其代数重数是 n1 + n2，

几何重数是 2．

证明: 我们主要用到的结论是上三角矩阵的行列式等于对角线的乘积以及维数公式。

1. λIn − Jn(λ0) = Jn(λ − λ0), 所以 det(λIn − Jn(λ0)) = (λ − λ0)
n. 所以代数重数是 n.

λ0In − Jn(λ0) = Jn(0), rank(Jn(0)) = n − 1, 所以 dimN(λ0In − Jn(λ0)) = 1, 所以几
何重数是 1.

2. λIn−A =

[
Jn1(λ− λ0)

Jn2(λ− λ0)

]
,那么 det(λIn−Jn(λ0)) = (λ−λ0)n1+n2 . 所以代

数重数是 n1+n2. λ0In−Jn(λ0) =
[
Jn1(0)

Jn2(0)

]
, rank(Jn(0)) = (n1−1)+(n2−1),

所以 dimN(λ0In − Jn(λ0)) = 2, 所以几何重数是 2.
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练习 5.3.11. 试分析秩为 1 的方阵何时可对角化．

证明: 设 A = abT 是秩为 1 的矩阵，那么 dimN(A) = n− 1, 即 0 是 A 的几何重数位 n− 1 的

特征值，那么 0 的代数重数等于 n− 1 或 n。另一方面，trace(A) = bTa, 由于矩阵的迹是它的
特征值的和，所以 A 还有一个特征值是 bTa.

• 若 bTa = 0，那么 0 的代数重数等于 n，不等于其几何重数，所以 A 不可以对角化。

• 若 bTa 6= 0，由于 0 的几何重数是 n− 1，那么 bTa 6= 0 的几何重数只能是 1 了，它

的代数重数也是 1, 所以矩阵可以对角化。

练习 5.3.12. 设 A 是实二阶方阵，且 det(A) < 0，证明 A 在 R 上可对角化．

证明: 二阶方阵 A 的特征多项式是 λ2 − trace(A)λ+ det(A). 当 det(A) < 0 时，它有两个不同

的特征值，所以可以对角化。

练习 5.3.13. 证明 A =

[
Ir 0
B −In−r

]
可对角化．

证明: det(λIn−A) = (λ− 1)r(λ+1)n−r, 所以 A 有两个特征值 1,−1, 代数重数分别为 r, n− r.

• In−A =

[
0 0

−B 2In−r

]
, 那么 rank(In−A) = n− r, dimN(In−A) = r, 即特征值 1 的

几何重数等于 r.

• −In − A =

[
−2Ir 0
−B 0

]
, 那么 rank(In − A) = r, dimN(In − A) = n − r, 即特征值 −1

的几何重数等于 n− r.

由此我们看出 A 的特征值的代数重数均等于其几何重数，所以 A 可以对角化。

练习 5.3.14. 证明：

1. 若 A2 = A，则 A 可对角化．

2. 若 A2 = 0，且 A 6= 0，则 A 不可对角化．

3. 若 A2 +A+ In = 0，则 A 在 R 上不可对角化．

证明: 1. 令 V = N(A),W = N(In − A). 我们断言：V +W = Rn, V ∩W = {0}. 若
x ∈ V ∩W , 那么 Ax = (In − A)x = 0, 于是 x = (In − A)x + Ax = 0, 这就是说
V ∩W = {0}. 对任意 x ∈ Rn,x = Ax+(In−A)x, 那么 (In−A)Ax = A(In−A)x =

(A− A2)x = 0, 所以 Ax ∈ W, (In − A)x ∈ V . 这样我们就有 dimV + dimW = n. 注
意到 dimV 是 A 的特征值 0 的几何重数，dimW 是 A 的特征值 1 的几何重数。所以

A 可以对角化。

2. 设 (λ,x) 是 A 的一个特征对，即 Ax = λx, 那么 0 = A2x = λ2x, 所以 λ = 0，所以

0 是 A 唯一我特征值，那么它的代数重数就等于 n. 另一方面 A 6= 0，则 dimN(A) =

n− rank(A) ≤ n− 1，所以几何重数不等于代数重数，因此不可以对角化。
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3. 设 (λ,x) 是 A 的一个特征对，即 Ax = λx，则 0 = (A2 +A+ In)x = (λ2 + λ+ 1)x,
于是 λ2 + λ+ 1 = 0. 这说明 A 没有实数特征值，那就在 R 上不可对角化。

练习 5.3.15. 证明或举出反例：

1. 如果 A 所有的特征向量是 k

[
1

4

]
, k 6= 0，则 A 一定有不单的特征值．

2. 如果 A 所有的特征向量是 k

[
1

4

]
, k 6= 0，则 A 一定不可对角化．

3. 如果 A 是上三角矩阵但不是对角矩阵，则 A 不可对角化．

4. 如果 A 是上三角矩阵但不是对角矩阵，则存在对角矩阵 D，使得 A−D 不可对角化．

5. 如果 A 可以被对角矩阵对角化，则 A 也是对角矩阵．

证明: 1. 正确。按题意，A 是 2 阶方阵；如果 A 的特征值都是单特征值，那么它应该有

两个不同的特征值，于是有两个线性无关的特征向量，与题意矛盾。

2. 正确。按照上一小题，A 只有一个代数重数为 2 的特征值，但是几何重数是 1, 所以 A

不可以相似对角化。

3. 错误。例如 A =

[
1 1

0 2

]
, 他有两个不同的特征值，那么一定可以对角化。

4. 正确。我们取 D 的对角元就是 A 的对角元，那么 A − D 是对角线元素全是 0 的非

零上三角矩阵，因此它只有一个代数重数为 n 的特征值 0; 但是 A − D 6= 0, 所以
dimN(A−D) < n, 即几何重数小于代数重数。所以 A−D 不可以对角化。

5. 正确、按题意，A 是三个对角矩阵的乘积，所以是对角矩阵。

练习 5.3.16. 证明定理 5.3.9 第 2 条。

证明: 证明略。这个证明与第 1 条不仅仅是类似，而是完全照抄即可，只需要把复数域 C 替换
成实数域 R 即可.

练习 5.3.17. 证明，对反射矩阵 Hv = In − 2vvT，其中 ‖v‖ = 1，存在正交矩阵 Q，使得

Q−1HvQ = diag(−1, 1, 1, . . . , 1)．

证明: 我们知道反射矩阵 Hv 满足 Hvv = −v,Hww = w, ∀w ∈ {v}⊥. dim{v}⊥ = n− 1, 我们
取 {v}⊥ 的一组标准正交基 w2, · · · ,wn，那么 v,w2, · · · ,wn 就是 Rn 的一组标准正交基，于是
矩阵 Q =

[
v w2 · · · wn

]
是正交矩阵，且

HvQ =
[
Hvv Hvw2 · · · Hvwn

]
= Qdiag(−1, 1, 1, . . . , 1).

练习 5.3.18 (Householder 矩阵的推广). 设 M 是 Rn 的子空间，对任意 v ∈ Rn，存在唯一的分
解 v = v1 + v2，其中 v1 ∈ M,v2 ∈ M⊥．定义 Rn 上的变换 H，使得 H(v1 + v2) = v1 − v2．
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1. 证明 H 是线性变换．

2. 设 H 为该线性变换的表示矩阵，证明 H2 = In．

3. 求 H 的特征值、代数重数及特征子空间．H 能否被对角化？

4. 证明，存在矩阵 A，使得 H = In − 2AAT．

线性变换 H 保持 M 不变，把 M⊥ 中的向量映射到其负向量，因此是关于子空间 M 的反射变

换．

证明: 1. 论证的关键是正交分解的唯一性。我们称满足题中条件的分解为关于 M 的正交

分解。若 v = v1 + v2 是 v 关于 M 的正交分解，那么 av = av1 + av2 是 av 关于 M

的正交分解. 那么 H(av) = av1 − av2 = a(v1 − v2) = aH(v). 若 w = w1 +w2 是 w

关于 M 的正交分解, 那么 v +w = (v1 +w1) + (v2 +w2) 是 v +w 关于 M 的正交分

解, 所以

H(v +w) = (v1 +w1)− (v2 +w2) = (v1 − v2) + (w1 −w2) = H(v) + H(w).

因此 H 是线性映射。

2. 因为 H(v) 关于 M 的正交分解是 H(v) = v1 + (−v2), 所以 H2(v) = v1 − (−v2) = v,
所以 H2 = id, 那么 H2 = In.

3. 对任意 v ∈ M,Hv = v, 这说明 1 是 H 的特征值，其几何重数至少等于 dimM. 对
任意 v ∈ M⊥,H(v) = −v, 这说明 −1 是 H 的特征值，其几何重数至少等于 dimM⊥.
因为 dimM+ dimM⊥ = n, 这说明 A 可以对角化。

4. 我们取 M 的一组标准正交基 v1, · · · ,vr, 令 A =
[
v1 · · · vr

]
. 下面我们验证 H =

In − 2AAT. 对任意 v ∈ M, 因为 viTv = 0(1 ≤ i ≤ r), 那么 ATv = 0. 所以
(In−2AAT)v = v. 对任意 vj(1 ≤ j ≤ r),因为我们取的标准正交基，所以 ATvj = ej ,
那么 AATvj = Aej = vj ; 于是 (In− 2AAT)(vj) = vj − 2vj = −vj . 因为 v1, · · · ,vr 是
M⊥ 的一组基，所以对任意 v ∈ M⊥,就有 (In−2AAT)(v) = −v. 所以 H = In−2AAT.

练习 5.3.19. 设 A 是 n 阶实方阵，满足 A2 = In，证明 A 在 R 上可对角化，并判断 A 是否为

关于某个子空间的反射变换．

证明: 令 V = N(In−A),W = N(In+A). 我们断言：V +W = Rn, V ∩W = {0}. 若 x ∈ V ∩W ,
那么 (In+A)x = (In−A)x = 0,于是 x =

(In −A)x+ (In +A)x

2
= 0,这就是说 V ∩W = {0}.

对任意 x ∈ Rn,x =
(In −A)x+ (In +A)x

2
, 那么 (In − A)(In + A)x = (In + A)(In − A)x =

(In −A2)x = 0, 所以 (In −A)x ∈W, (In +A)x ∈ V . 这样我们就有 dimV + dimW = n. 注意
到 dimV 是 A 的特征值 1 的几何重数，dimW 是 A 的特征值 −1 的几何重数。所以 A 可以

对角化。

A 未必是关于某个子空间的反射变换。例如 A =

[
1 −2

0 −1

]
; 因为根据上一题第 4 小题知，

关于某个子空间的反射变换对应的矩阵是对称矩阵，而

[
1 −2

0 −1

]
并不对称。
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事实上，若 A 对称，则 A 是关于 V = N(In − A) 的投影矩阵。要证明这一点，只需证明

V ⊥W . 对任意 v ∈ V,w ∈W

vTw = (Av)Tw = vT(Aw) = −vTw

所以 vTw = 0.

练习 5.3.20. 设矩阵 A 的特征多项式是 pA(x)．

1. 设 A 为对角矩阵，证明 pA(A) = 0．

2. 设 A 为可对角化的矩阵，证明 pA(A) = 0．

3. 设 A =

[
0 1

−1 2

]
，它是否可对角化？是否满足 pA(A) = 0？

证明: 1. 我们首先注意到：若干个对角矩阵的乘积也是对角矩阵，并且乘积的对角元是

每个对角矩阵相同位置对角元的乘积。设 A = diag(a1, · · · , an), 那么 pA(x) = (x −
a1) · · · (x − an), 于是 pA(A) = (A − a1In) · · · (A − anIn). 对任意 1 ≤ i ≤ n, A − aiIn

也是对角矩阵，且它的第 i 个对角元是 0. 所以 pA(A) = 0

2. 我们注意到：若 X 是可逆矩阵，且 B = XAX−1, 那么 pA(x) = pB(x) = p(x), 且
p(B) = Xp(A)X−1. 若 A 可对角化，设可逆矩阵 X 使得 XAX−1 = B 是对角矩阵，

那么 pB(B) = 0, 所以 pA(X) = X−1pB(B)X = 0.

3. det(λI2 −A) = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2, 所以它有唯一的特征值 1; I2 −A =

[
1 −1

1 −1

]
,

那么 dimN(I2 −A) = 1, 代数重数大于几何重数，所以不能对角化。而

pA(A) = (I2 −A)2 =

[
1 −1

1 −1

]2
= 0.

练习 5.3.21. 求下列矩阵的特征值，并判断是否可以对角化：


10 1

10 1

10

 ,

10 1

10.001 1

10.002

．1.


0 1

0 1

0 1

0

 ,


0 1

0 1

0 1

0.001 0

．2.

附注. 由此可见，矩阵变化不大时，特征值和可对角化性质可能变化很大．

证明: 1. 第一个矩阵有唯一的特征值 10, 代数重数是 3, 几何重数是 1, 所以不可以对角
化。

第二个矩阵有三个不同的特征值 10, 10.001, 10.002, 所以可以对角化

2. 第一个矩阵有唯一的特征值 0, 代数重数是 4, 几何重数是 1, 所以不可以对角化。
第二个矩阵的特征多项式是 λ4+0.001, 在复数域上有 4 个不同的根，所有矩阵有 4 个

不同的特征值，因此在复数域上可以对角化。
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5.4 相 似

练习 5.4.1. 设 A,B 是 n 阶方阵，且满足 AB = BA．

1. 证明，若 A 有 n 个不同的特征值，则 B 可对角化．

2. 若 A 有代数重数大于 1 的特征值，B 是否一定可对角化？

证明: 1. 设 (λ1,v1), · · · , (λn,vn)是A的特征对，因为 λ1, · · · , λn互不相等，那么 v1, · · · ,vn
线性无关，且 dimN(λiIn −A) = 1。对 1 ≤ i ≤ n, A(Bvi) = B(Avi) = λi(Bvi), 所以
存在 µi 使得 Bvi = µivi, 所以 B 有 n 个线性无关的特征向量，所以 B 可以对角化。

2. 不一定，例如 A = In, B = Jn(0).

练习 5.4.2. 对下列矩阵 A,B，求 X 使得 A = XBX−1．

1. A =MN,B = NM，其中 M,N 是方阵，且 M 可逆．

2. A =

[
MN 0
N 0

]
, B =

[
0 0
N NM

]
，其中 M,N 不必是方阵．

3. A =

[
M −N
N M

]
, B =

[
M + iN 0

0 M − iN

]
，其中 M,N 是方阵．

证明: 1. 取 X =M .

2. 我们把 X 分块，然后求解 AX = XB 即可。若 M ∈ Mm×n(R), 我们可以取 X =[
In M

0 In

]
3. 我们先把 M,N 看成是数，然后这个问题要做的就是对 A 进行对角化；然后我们类比，

猜出 X 即可。我们省略其中的计算，把关键步骤写下来。当 M,N 都是数时，进行对

角化的过程，我们有

A

[
1 1

−i i

]
=

[
1 1

−i i

]
B

那么我们猜测的过程就是把数字换成矩阵:1 换成 In, i 换成 iIn 即可。所以我们令

X =

[
In In

−iIn iIn

]
，作初等行变换可以验证 X 是可逆的，然后再验证 AX = XB 即

可；这仅仅是矩阵乘法的运算而已，我们忽略。

练习 5.4.3. 给定 n 阶方阵 A,B 满足 AB = BA．

1. 证明，若 A 有 n 个不同的特征值，则存在次数不超过 n − 1 的多项式 f(x)，使得

B = f(A)．

2. 证明，若 A = Jn(λ)，则存在次数不超过 n− 1 的多项式 f(x)，使得 B = f(A)．

3. 举例说明，存在 A,B 满足 AB = BA，但不存在多项式 f(x)，使得 B = f(A)．

证明: 1. 设 (λ1,v1), · · · , (λn,vn)是 A的特征对，在练习 5.4.15.4.1中，我们已经证明了存在 µi

使得Bvi = µivi。我们令X =
[
v1 · · · vn

]
,则 Ã = X−1AX = diag(λ1, · · · , λn), B̃ =
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X−1BX = diag(µ1, · · · , µn)。另一方面，f(A) = B 当且仅当 f(Ã) = B̃；而 f(Ã) =

diag(f(λ1), · · · , f(λn))，所以问题转化为证明：存在次数不超过 n − 1 的多项式 f(x)

使得 f(λi) = µi(1 ≤ i ≤ n). 设 f(x) = an−1x
n−1 + · · ·+ a0, 那么我们就是要解方程组

1 λ1 · · · λn−1
1

1 λ2 · · · λn−1
2

...
...

1 λn · · · λn−1
n




a0

a1
...

an−1

 =


µ1

µ2
...

µn


系数矩阵是 Vandermonde 矩阵，λ1, · · · , λn 互不相同则系数矩阵可逆，因此该方程组
有解。

2. 设 B =
[
bij

]
. 因为 A = Jn(0) + λIn, 那么 AB = BA 当且仅当 Jn(0)B = BJn(0)。我

们直接观察：

• BJn(0) 第一列是 0，对 2 ≤ i ≤ n, 它的第 i 列是 B 的第 i− 1 列；

• Jn(0)B 第 n 行是 0，对 1 ≤ i ≤ n− 1, 它的第 i 行是 B 的第 i+ 1 行。

我们比较 BJn(0) 和 Jn(0)B 的每一个分量，就得到 b21 = · · · = bn1 = bn2 = · · · =
bn,n−1 = 0, 且对任意 1 ≤ i, j ≤ n 都有 bij = bi+1,j+1; 那么 B 形如

b1 b2 · · · bn−1 bn

0 b1 b2
. . . bn−2 bn−1

0 0 b1
...

. . .
. . .

. . .

0 · · · 0 b1 b2

0 · · · 0 0 b1


那么 B = b1In + b2Jn(0) + · · ·+ bn−1Jn(0)

n−2 + bnJn(0)
n−1, 那么我们取

f(x) = bn(x− λ)n−1 + bn−1(x− λn−2) + · · ·+ b2(x− λ) + b1

即可。

3. 例如 A =

[
0 0

0 0

]
, B =

[
1 2

0 3

]
.

练习 5.4.4. 证明，任意迹为 0 的方阵相似于一个对角元素全为 0 的方阵．

利用数学归纳法．先取非零向量 v 且 v 不是 A 的特征向量，再把 v, Av 扩充成一组基做

相似变换．

证明: 我们对阶数 n 归纳。n = 1 时，命题是显然的。假设命题对 n − 1 成立，我们考虑 n 阶

方阵 A.

• 若任意非零向量都是 A 的特征向量，那么 A = cIn. trace(A) = nc, 所以 c = 0, 即 A

是零矩阵，所以命题成立。
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• 若存在非零向量 v 不是 A 的特征向量，那么 Av 6= 0 且 v, Av 线性无关。那么我们把

v, Av 扩充成 Rn 的一组基：v1 = v,v2 = Av,v3, · · · ,vn, 令 X =
[
v1 · · · vn

]
, 那么

AX =
[
Av1 Av2 · · · Avn

]
=
[
v2 Av2 · · · Avn

]
= X

[
0 αT

β B

]

其中，β =


1

0
...

0

. 也就是说 A 和

[
0 αT

β B

]
相似，那么 trace(A) = trace(B). 根据

归纳假设，B 相似于对角元素全是 0 的方阵 C，因此存在 n − 1 阶可逆矩阵 Y 使得

B = CY C−1, 那么

A = X

[
0 αT

β Y CY −1

]
X−1 = X

[
1 0

0 Y

][
0 αTY

Y −1β C

][
1 0

0 Y

]−1

X−1

这说明 A 相似于

[
0 αTY

Y −1β C

]
; 而

[
0 αTY

Y −1β C

]
对角元都是 0, 这就完成了归纳。

练习 5.4.5. 利用 Jordan 标准形证明，A 与 AT 相似．

证明: 根据 Jordan 标准型理论，存在可逆矩阵 X 和约当块 Jni(λ1), · · · , Jnr(λr), 使得

A = Xdiag (Jni(λ1), · · · , Jnr(λr))X
−1

此时 AT = (XT)−1diag
(
Jni(λ1)

T, · · · , Jnr(λr)
T)XT, 所以我们只需要证明：Jordan 块 Jn(λ)

与 Jn(λ)
T 相似，进一步地只需要证明 Jn(0) 和 Jn(0)

T 相似。这个我们直接观察：令 P 是反对

角线上元素都是 1 其他元素都是 0 的 n 阶方阵，那么 P 2 = In 且 Jn(0)
T = PJn(0)P.

练习 5.4.6 (Jordan 链). 对任意 n 阶方阵 A，一组向量 x1,x2, . . . ,xs，如果存在 λ ∈ C，使得

x1 6= 0, (A− λI)x1 = 0, (A− λI)x2 = x1, . . . , (A− λI)xs = xs−1, 而 (A− λI)y = xs 无解,

就称其为 A 的一个关于 λ 长度为 s 的 Jordan 链．
显然，x1 ∈ N(A − λI) 是特征向量，x2 ∈ N

(
(A− λI)2

)
, . . . ,xs ∈ N ((A− λI)s)，但

xs /∈ R(A− λI)．

求证：

1. x1,x2, . . . ,xs 线性无关．

2. 令 X1 =
[
x1 x2 · · · xs

]
，则 AX1 = X1Js(λ)．

3. 若 A 只有一个特征值 λ，且其几何重数为 1，则 A 相似于 Jn(λ)，且有一个关于 λ 的

长度为 n 的 Jordan 链 x1,x2, . . . ,xn．

证明: 1. 设 a1x1 + · · · + asxs = 0; 那么 (A − λI)s−1(a1x1 + · · · + asxs) = 0, 那么
as(A − λI)s−1(x) = 0. 而 (A − λI)s−1(xs) = x1, 所以 as = 0. 然后我们再左乘
(A− λI)s−2 可得 as−1 = 0, 同理类推可知 a1 = · · · = as = 0.
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2. 由 (A− λ)xi+1 = xi，即 Axi+1 = xi + λxi+1, 所以

AX1 =
[
Ax1 Ax2 · · · Axs

]
=
[
λx1 x1 + λx2 · · · as−1 + λxs

]
= X1Js(λ).

3. 令 B = A− λIn. 我们考虑

0 ⊆ N(B) ⊆ N(B2) ⊆ · · · ⊆ N(Bk) ⊆ · · · ∗

首先我们证明：对 k ≥ 1, 若 N(Bk) = N(Bk+1), 那么 N(Bk+1) = N(Bk+2). 我们只
需证明 N(Bk+2) ⊆ N(Bk+1). 对任意 v ∈ N(Bk+2), Bk+1(Bv) = Bk+2v = 0, 所以
Bv ∈ N(Bk+1) = N(Bk), 故 Bk+1v = Bk(Bv) = 0, 即 v ∈ N(Bk+1).
这说明在 ∗ 式中，一旦某个 ⊆ 取等号，那么后面的 ⊆ 全是等号。我们假设 s 满足

0 ( N(B) ( · · · ( N(Bs) = N(Bs+1) = · · ·

由维数公式，我们有

Rn ) R(B) ) · · · ) R(Bs) = R(Bs+1) = · · ·

其次我们证明 N(Bs) ∩ R(Bs) = {0}. 对任意 v ∈ N(Bs) ∩ R(Bs), v ∈ R(Bs) 说明

v = Bsw, v ∈ N(Bs) 说明 B2sw = Bsv = 0, 于是 w ∈ N(B2s) = N(Bs), 所以
v = Bsw = 0.
若 dimR(Bs) = m 6= 0，我们取 R(Bs) 的一组基 v1, · · · ,vm, 由于 R(Bs) = R(Bs+1)，

存在矩阵 C ∈Mm×m(C) 使得

B
[
v1 · · · vm

]
=
[
v1 · · · vm

]
C

我们取 C 的一个特征对 (µ,y), 那么我们就有

B
[
v1 · · · vm

]
y =

[
v1 · · · vm

]
Cy,

即 B(y1v1+· · ·+ymvm) = µ(y1v1+· · ·+ymvm),也就是说 (µ, y1v1+· · ·+ymvm)也是
B 的一个特征对；这和 B 只有几何重数为 1的唯一一个特征值矛盾。所以 R(Bs) = 0,
进而由维数公式：dimN(Bs) = n− dimRBs = n, 所以 N(Bs) = Rn.
取 xs ∈ N(Bs) − N(Bs−1), 对 1 ≤ i ≤ s − 1, 令 xi = Bs−ixs ∈ N(Bi), 那么对任意
1 ≤ i ≤ s, 都有 xi = Bj−ixj . 我们断言：xi /∈ N(Bi−1), 若不然则有 Bi−1xi = 0, 即
Bs−1xs = 0, 也即 xs ∈ N(Bs−1); 这和我们的选取矛盾。下面我们来证明：x1, · · · ,xs
构成 N(Bs) 的一组基。

• 若 a1x1 + · · · + asxs = 0; 两边左乘 Bs−1 即得 as = 0; 再两边左乘 Bs−2 即

得 as−1 = 0; 以此类推即可得 as = as−1 = · · · = a1 = 0.

• 对任意 x ∈ N(Bs), 那么 Bs−1x ∈ N(B)；因为 dimN(B) = 1，那么存在 a1

使得

Bs−1x = a1x1 = a1B
s−1xs;

所以 x− a1xs ∈ N(Bs−1), 那么 Bs−2(x− a1xs) ∈ N(B), 于是存在 a2 使得

Bs−2(x− a1xs) = a2x1 = a2B
s−2xs−1;
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所以 x−a1xs−a2xs−1 ∈ N(Bs−2). 以此类推，我们可以证明存在 a3, a4, · · · , as−1,
使得 x− a1xs− a2xs−1− · · ·− as−1x2 ∈ N(B), 那么存在 as 使得 x− a1xs−
a2xs−1 − · · · − as−1x2 = asx1. 这就说明了 N(Bs) = Span(x1, · · · ,xs).

综合起来就有 s = dimN(Bs) = dimRn = n.

练习 5.4.7. 给定 m 阶方阵 A1，n 阶方阵 A2 和 m× n 矩阵 B．证明：

1. 如果 A1 和 A2 没有相同的特征值，则关于 m × n 矩阵 X 的 Sylvester 方程 A1X −
XA2 = B 有唯一解．

2. 如果 A1 和 A2 没有相同的特征值，则存在唯一的矩阵 X 满足[
Im X

0 In

][
A1 B

0 A2

][
Im X

0 In

]−1

=

[
A1 0
0 A2

]
.

3. 对 n 阶方阵 A，存在可逆矩阵 X，使得

X−1AX =


λ1I +N1

λ2I +N2

. . .

λsI +Ns

 ,

其中 N1, N2, . . . , Ns 是严格上三角矩阵．

4. 如果 m > n 且 A1 = Jm(0), A2 = Jn(0), B = e1b
T，即 B 除第一行外元素全为 0，则

关于 m× n 矩阵 X 的 Sylvester 方程 A1X −XA2 = B 有解，于是存在矩阵 X 满足[
Im X

0 In

][
A1 B

0 A2

][
Im X

0 In

]−1

=

[
A1 0
0 A2

]
.

5. 对 n 阶方阵 A =


Jk1(0) e1a

T
2 · · · e1a

T
r

Jk2(0)

. . .

Jkr(0)

，其中 k1 > k2 ≥ · · · ≥ kr（即 A 是

一个 Jordan 标准形与除第一行外元素全为 0 的矩阵的和），存在可逆矩阵 X，使得

X−1AX =


Jk1(0)

Jk2(0)

. . .

Jkr(0)

 .

证明: 1. 由命题 5.4.6，存在 n 阶可逆矩阵 P 使得 Ã2 = P−1A2P 是上三角矩阵, 那么

A1X −XA2 = B 有唯一解 ⇔ A1XP −XPÃ2 = BP 有唯一解

⇔ A1Y − Y Ã2 = BP 有唯一解

因为 Ã2 和 A2 有相同的特征值，那么 Ã2 和 A1 没有相同的特征值；根据练习 5.2.235.2.23，
A1Y − Y Ã2 = BP 有唯一解。
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2. 等价于证明：存在矩阵 X 使得：

[
Im X

0 In

][
A1 B

0 A2

]
=

[
A1 0
0 A2

][
Im X

0 In

]
，即

[
A1 B +XA2

0 A2

]
=

[
A1 A1X

0 A2

]
所以等价于证明：存在矩阵 X 使得 B + XA2 = A1X. 因为 A1, A2 没有相同的特征

值，那么由上一小题，知存在唯一的 X 满足题意。

3. 根据命题 5.4.6，存在可逆矩阵 X1, 使得

X−1
1 AX1 =


λ1I +N1 A12 · · · A1s

λ2I +N2 A23

...

. . .

λsI +Ns

 ,

其中 λ1, · · · , λs 互不相同，N1, · · · , Ns 都是严格上三角矩阵。下一步就是通过相似，逐

步把右上角的 Aij 消去。我们重新分块：

A1 =


λ1I +N1 A12 · · · A1,s−1

λ2I +N2 A23

...

. . .

λs−1I +Ns−1

 , A2 = λsI +Ns

那么 A1, A2 没有相同的特征值，所以存在 Ys 满足[
In−ns Ys

0 Ins

][
A1 ⋆

0 A2

][
In−ns Ys

0 Ins

]−1

=

[
A1 0

0 A2

]
那么我们再对 A1 重新分块，用同样的操作，把 λs−1I +Ns−1 上方的矩阵全消去，直

至消去所有的 Aij。这样就证明了命题。

4. 记 b =


b1
...

bn

；我们还是逐列构造 X =
[
x1 · · · xn

]
. 由于 A2 第一列是 0, 那么该方

程的第一列就是 Ax1 = b1e1, 因此 x1 =


x1

b1

0
...

, 其中 x1 是自由的. 假设我们求出了 X

的第 i 列 xi，事实上，我们逐个归纳，可以假设 xi =



xi

xi−1 + bi
...

x1 + b2

b1

0
...


, 其中 xi 是自由的，
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那么考虑 A1X −XA2 = B 的第 i + 1 列，则得到方程 Axi+1 − xi = bi+1e1. 这个方

程组有解，解形如 xi+1 =



xi+1

xi + bi+1

...

x1 + b2

b1

0
...


. 因为 m > n，这样的步骤可以一直进行下去，

知道解出 X 的所有列。

5. 证明方法和第 3 小题类似；留给读者自己完成。
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第六章 实对称矩阵

6.1 实对称矩阵的谱分解

练习 6.1.1. 求下列实对称矩阵的谱分解：
2 −2 0

−2 1 −2

0 −2 0

．1.


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

．2.


0 0 4 1

0 0 1 4

4 1 0 0

1 4 0 0

．3.


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

．4.

步骤和一般的矩阵相似对角化类似，仅仅多了两步步：对同一特征值的特征向量多 Gram-
Schmidt 正交化，再对所有特征向量作单位化。

证明: 记原矩阵为 A.

1. det (λI3 −A) = (λ− 1)(λ− 4)(λ+ 2), 所以 A 有三个不同的特征值 1, 4,−2, 对应的单

位特征向量分别是


−2/3

−1/3

2/3

 ,


2/3

−2/3

1/3

 ,

1/3

2/3

2/3

, 那么 A 的谱分解为

A =


−2/3 2/3 1/3

−1/3 −2/3 2/3

2/3 1/3 2/3



1

4

−2



−2/3 2/3 1/3

−1/3 −2/3 2/3

2/3 1/3 2/3


T

2. det(λI3 − A) = (λ − 1)2(λ − 10), 所以 A 有两个不同的特征值 10, 1. 特征值 10 的

一个单位特征向量是：


−1/3

−2/3

2/3

。用固定步骤解齐次方程组，可以得到 N(I3 − A) 的

一组基是


−2

1

0

 ,

2

0

1

, 作 Gram-Schmidt 正交化得到：


−2

1

0

 ,

2/5

4/5

1

; 再单位化就得

到:


−2/

√
5

1/
√
5

0

 ,

2/

√
45

4/
√
45

5/
√
45

。那么 A 的谱分解为

A =


−1/3 −2/

√
5 2/

√
45

−2/3 1/
√
5 4/

√
5

2/3 0 5/
√
5



1

4

−2



−1/

√
5 −2/

√
5 2/

√
45

−2/
√
5 1/

√
5 4/

√
5

2/
√
5 0 5/

√
5


T
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3. det(λI4 −A) = (λ2 − 25)(λ2 − 9), 所以 A 有三个不同的特征值 5,−5, 3� − 3, 对应的单

位特征向量分别是


1/2

1/2

1/2

1/2

 ,

−1/2

−1/2

1/2

1/2

 ,

−1/2

1/2

−1/2

1/2




1/2

−1/2

−1/2

1/2

, 那么 A 的谱分解为

A =


1/2 −1/2 −1/2 1/2

1/2 −1/2 1/2 −1/2

1/2 1/2 −1/2 −1/2

1/2 1/2 1/2 1/2




5

−5

3

−3




1/2 −1/2 −1/2 1/2

1/2 −1/2 1/2 −1/2

1/2 1/2 −1/2 −1/2

1/2 1/2 1/2 1/2


T

4. det(λI4 − A) = λ3(λ − 4), 所以 A 有两个不同的特征值 4, 0, 对应与特征值 4 的单位

特征向量是


1/2

1/2

1/2

1/2

. 用固定步骤解齐次方程组 Ax = 0，可以得到 N(A) 的一组基是


−1

1

0

0

 ,

−1

0

1

0

 ,

−1

0

0

1

, 作 Gram-Schmidt 正交化得到：


−1

1

0

0

 ,

−1/2

−1/2

1

0

 ,

−1/3

−1/3

−1/3

1

. 再单

位化就得到:


−1/

√
2

1/
√
2

0

0

 ,

−1/

√
6

−1/
√
6

2/
√
6

0

 ,

−
√
3/6

−
√
3/6

−
√
3/6

√
3/2

。那么 A 的谱分解为

A =


1/2 −1/

√
2 −1/

√
6 −

√
3/6

1/2 1/
√
2 −1/

√
6 −

√
3/6

1/2 0 2/
√
6 −

√
3/6

1/2 0 0
√
3/2




4

0

0

0




1/2 −1/

√
2 −1/

√
6 −

√
3/6

1/2 1/
√
2 −1/

√
6 −

√
3/6

1/2 0 2/
√
6 −

√
3/6

1/2 0 0
√
3/2


T

练习 6.1.2. 设三阶实对称矩阵 A 的特征值是 0, 3, 3，


1

1

1

 ∈ N(A),


−1

1

0

 ∈ N(3I −A)，求 A．

证明: 由于 A 实对称，我们可以取第三个特征向量和已知的两个特征向量正交，这个特征向量

属于特征值 3. 设这个特征向量为


x1

x2

x3

, 那么我们可以得到方程组

{
x1 + x2 + x3 = 0

−x1 + x2 = 0
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那么我们可以取 x1 = 1, x2 = 1, x3 = −2. 把三个向量排成一个矩阵，得 P =


1 −1 1

1 1 1

1 0 −2

 那
么

A = P


0

3

3

P−1 =


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2



练习 6.1.3. 设实对称矩阵 A =


a 1 1 −1

1 a −1 1

1 −1 a 1

−1 1 1 a

，有一个单特征值 −3，求 a 的值和 A 的

谱分解．

证明: 我们直接计算特征多项式 det(λI4 −A) = (λ− (a+1))3(λ− (a− 3)); 所以 A 的单特征值

是 a− 3. 根据题意：a− 3 = −3, 所以 a = 0.

练习 6.1.4. 设三阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3，a1 =


−1

2

−1

 ,a2 =


0

−1

1

 ∈ N(A)，求

A 及其谱分解．

证明: 设 a3 =


1

1

1

, 那么由题意 Aa3 = 3a3. 令 P =


−1 0 1

2 −1 1

−1 1 1

 那么

A = P


0

0

3

P−1 =


1 1 1

1 1 1

1 1 1



练习 6.1.5. 求下列实对称矩阵 A 的谱分解：

1. A 满足 A3 = 0．

2. A = a1x1x
T
1 + a2x2x

T
2，其中 x1,x2 是 R2 的一组标准正交基，a1, a2 为实数．

3. A =

[
0 M

M 0

]
，其中 M 是 n 阶对称矩阵，有谱分解 M = QΛQT．

证明: 1. 因为 A 只有 0 特征值，所以 A 是零矩阵。

2. 令 P =
[
x1 x2

]
, 那么 P 是正交矩阵，且 A = P

[
a1

a2

]
PT.

3. 设 Q =
[
v1 · · · vn

]
,Λ = diag(λ1, · · · , λn), 那么 Mvi = λi. 令 wi ∈ R2n 如下：

wi =

[
vi

vi

]
, 1 ≤ i ≤ n; wi =

[
vi−n

−vi−n

]
, n+ 1 ≤ i ≤ 2n.
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令 Q̃ =
[
w1 · · · w2n

]
=

[
Q Q

Q −Q

]
=

[
In In

In −In

][
Q

Q

]
, 于是 Q̃ 可逆，且

AQ̃ =
[
λ1w1 · · · λnwn −λ1wn+1 · · · −λnw2n

]
= Q̃diag(λ1, · · · , λn,−λ1, · · · , λn)

所以 A 的谱分解为 A = Q̃

[
Λ

−Λ

]
Q̃−1.

练习 6.1.6. 设矩阵 A =

[
2 b

1 0

]
．计算满足下列条件的 b 的取值范围：

A 不可逆．1. A 可以正交对角化．2. A 不可对角化．3.

证明: 1. A 不可逆当且仅当 det(A) = 0, 所以 b = 0.

2. A 可以正交对角化，当且仅当 A 实对称，所以 b = 1.

3. A 是 2 阶方阵，那么 A 不可对角化当且仅当 A 只有唯一的特征值，且其几何重数为

1; 那么因为 trace(A) = 2, 所以 A 的特征值是 1, 且 dimN(I2 −A) = 1. 所以 b = −1.

练习 6.1.7. 计算下列矩阵及其特征值．哪些是对称矩阵？哪些矩阵的特征值是 ±1？由此看出正

交相似的特殊性．[
1 0

1 1

][
1 0

0 −1

][
1 1

0 1

]
．1.

[
1 0

1 1

][
1 0

0 −1

][
1 0

−1 1

]
．2.[

0 −1

1 0

][
1 0

0 −1

][
0 1

−1 0

]
．3.

证明: 1.
[
1 0

1 1

][
1 0

0 −1

][
1 1

0 1

]
=

[
1 1

1 0

]
, 是对称矩阵，特征多项式 det(λI2 − A) =

λ2 − λ− 1. 特征值不是 ±1.

2. 该矩阵相似于

[
1 0

0 −1

]
, 特征值是 ±1.

[
1 0

1 1

][
1 0

0 −1

][
1 0

−1 1

]
=

[
1 0

2 −1

]
, 不是对

称矩阵。

3. 该矩阵相似于

[
1 0

0 −1

]
, 特征值是 ±1.

[
1 0

1 1

][
1 0

0 −1

][
1 0

−1 1

]
=

[
−1 0

0 1

]
, 是对称

矩阵。

练习 6.1.8. 证明命题 6.1.6：实方阵的正交相似关系是等价关系。

证明: • A = InAI
T
n , 所以 A 正交相似于自身。

• 若 A 正交相似于 B, 即存在正交矩阵 P 使得 A = PBPT, 那么 B = PTA(PT)T, 因为
PT 也是正交矩阵，所以 B 正交相似于 A.
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• 若 A 正交相似于 B, B 正交相似于 C, 即存在正交矩阵 P,Q 使得 A = PBPT, B =

QCQT, 那么 A = (PQ)C(PQ)T, 所以 A 正交相似于 C.
这就证明了正交相似关系是等价关系

练习 6.1.9. 证明，两个实对称矩阵正交相似，当且仅当它们具有相同的特征多项式．

证明: • 相似的矩阵有相同的特征多项式，所以两个正交相似的实对称矩阵也有相同的

特征多项式。

• 假设 A,B 是两个实对称矩阵，且有相同的特征多项式，那么他们有相同的特征值

λ1, · · · , λn;于是存在正交矩阵 P,Q使得A = PΛPT, B = QΛQT,其中 Λ = diag(λ1, · · · , λn).
那么 A = (PQ−1)B(PQ−1)−1. 正交矩阵的乘积还是正交矩阵，所以 A,B 正交相似。

练习 6.1.10. 设实对称矩阵 A 满足 A5 = In，证明 A = In．

证明: 设 (λ,v) 是 A 的特征对，那么 λ ∈ R. Ax = x, 那么 x = A5x = λ5x, 从而 λ5 = 1, 所以
λ = 1. 这就是说 A 的特征值全是 1, 那么 A 正交相似于单位阵，因此 A = In.

练习 6.1.11. 设 A1, A2, . . . , Am 是 m 个两两可交换的实对称矩阵，证明它们可以同时正交对角

化．

证明: 我们对阶数 n 做归纳。n = 1 时，命题是平凡的。我们假设命题对任意阶数小于等于 n

的方阵都成立，现在考虑 n+ 1 阶方阵。

若这些 A1, · · · , Am 中任意一个方阵都只有唯一的特征值，那么每个方阵都是数量矩阵，即
已经都是对角矩阵，结论是显然的。假设存在某个方阵的特征值不唯一，不妨假设该方阵为 A1,

取它的一个特征值 λ1,那么存在正交矩阵 P，使得 A = P

[
λ1Ir

Λ

]
PT,其中 Λ是对角矩阵，且

对角元都和 λ1 不相同。A1, · · · , Am 两两可交换，当且仅当

[
λ1Ir

Λ

]
, B2 = PTA2P, · · · , Bm =

PTAmP 两两可交换。我们把这些 Bj 分块：Bi =

[
Ci Di

Xi Yi

]
,那么

[
λ1Ir

Λ

]
Bi = Bi

[
λ1Ir

Λ

]
推出

λ1Di = DiΛ, λ1Xi = ΛXi, λ1Yi = YiΛ.

我们对 Di, 考虑它的列，那么 λDi 和 ΛDi 都是对 Di 作列倍乘变换。由于 Λ 是对角矩阵的对

角元都和 λ 不相同，所以 Di = 0; 同理考虑 Xi 的行，那么 Xi = 0.
那么 A1, · · · , Am 两两可交换，当且仅当 λ1Ir, C2, · · · , Cm 两两可交换且 Λ, Y1, · · · , Ym 两

两可交换。根据归纳假设，存在正交矩阵 Q1, Q2, 使得 QT
1 (λ1Ir)Q1, Q

T
1 C2Q1, · · · , QT

1 CmQ1,

QT
2 ΛQ2, Q

T
2 Y1Q2, · · · , QT

2 YmQ2 同时是对角矩阵。那么令 Q = P

[
Q1

Q2

]
, 则 Q 是正交矩阵，

且 QTA1Q, · · · , QTAmQ 都是对角矩阵。这就完成了归纳。
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练习 6.1.12. 当 n 充分大时，矩阵 A =

[
1 10−n

0 1 + 10−n

]
非常接近对称矩阵．计算其谱分解，并

求两个线性无关的特征向量的夹角．

证明: A 有两个不同的特征值 1, 1 + 10−n, v1 =

[
1

0

]
是属于特征值 1 的特征向量，v2 =

[
1 1

]
是属于特征值 1 + 10−n 的特征向量，因为我们有谱分解：

A =

[
1 1

0 1

][
1

1 + 10−n

][
1 1

0 1

]−1

.

v1,v2 的夹角记为 θ, 则 cos θ = v1 · v2
‖v1‖ ‖v2‖

=

√
2

2
, 所以 θ =

π

4
.

练习 6.1.13. 设 λ1 是实对称矩阵 A 的最大的特征值．证明 A 的左上角元素 a11 ≤ λ1．

证明: 我们需要注意到，最大特征值 λ1 满足：

λ1 = sup
‖x‖=1

xTAx.

因为 a11 = eT
1Ae1, 所以 a11 ≤ λ1.

练习 6.1.14. 将如下函数表示成对称矩阵的 Rayleigh 商，并通过 Rayleigh 商求表达式的最大值
和最小值．

3x2 + 2xy + 3y2

x2 + y2
．1. (x+ 4y)2

x2 + y2
．2.

证明: 1. 令 A =

[
3 1

1 3

]
, 那么 3x2 + 2xy + 3y2

x2 + y2
=

vTAv

vTv
, 那么表达式的最大最小值分别

是 A 的最大和最小特征值，分别是 4, 2.

2. (x+ 4y)2

x2 + y2
=
x2 + 8xy + 16y2

x2 + y2
. 令 A =

[
1 4

4 16

]
, 那么 (x+ 4y)2

x2 + y2
=

vTAv

vTv
, 那么表达式

的最大最小值分别是 A 的最大和最小特征值，分别是 17, 0.

练习 6.1.15 (非对称矩阵的 Rayleigh 商).

1. 如下对实矩阵的特征值都是实数的证明，哪里有问题？

设 Ax = λx,x 6= 0，于是 xTAx = λxTx, λ =
xTAx

xTx
．由于分子、分母都是实数，特

征值 λ 也是实数．

2. 设 A =

[
0 −1

1 0

]
，计算 max

x 6=0

xTAx

xTx
．

3. 设 A =

[
2 10

−2 −2

]
，计算 max

x6=0

xTAx

xTx
．

4. 对任意实矩阵 A与非零实向量 x，证明
xTAx

xTx
=

xTATx

xTx
=

xTBx

xTx
，其中 B =

A+AT

2
是对称矩阵．
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证明: 1. 我们并不知道
xTAx

xTx
分子分母都是实数。事实上，如果对于实矩阵我们能证明

有实特征向量，那么该向量属于的特征值是实数。

2. xTAx =
[
x y

] [0 −1

1 0

][
x

y

]
=
[
y −x

] [x
y

]
= 0, 所以所求最大值是 0.

3. 若 x =

[
x

y

]
, 则 xTAx = 2x2 + 8xy − 2y2. 令 B =

[
2 4

4 −2

]
, 则 maxx 6=0

xTAx

xTx
的最

大最小值分别是 B 的最大和最小特征值，分别是
√
20 和 −

√
20

4. (xTAx)T = xTAT(xT)T = xTATx ∈ R, 那么要证的等式是明显的。

练习 6.1.16. 设实对称矩阵 S =

[
0 A

AT 0

]
．

1. 证明，Sx = λx，当且仅当 x =

[
y

z

]
，满足 Az = λy, ATy = λz．

2. 证明，如果 λ 是 S 的特征值，则 −λ 也是 S 的特征值．

3. 证明，如果 λ 6= 0 是 S 的特征值，则 λ2 是 ATA 的特征值，也是 AAT 的特征值．

4. 证明，AAT 和 ATA 的非零特征值相同，且有相同的重数．

5. 分别取 A = I2 或 A =

[
1

1

]
，求对应 S 的谱分解．

证明: 1. Sx = λx ⇔

[
0 A

AT 0

][
y

z

]
= λ

[
y

z

]
⇔

[
Az

ATy

]
= λ

[
y

z

]
, 所以 Sx = λx，当且

仅当 Az = λy, ATy = λz．

2. 设 x =

[
y

z

]
是属于 λ 的特征向量；考虑 x′ =

[
y

−z

]
, 则

Sx′ =

[
−Az
ATy

]
=

[
−λy
λz

]
= −λx′,

所以 −λ 也是 S 的特征值。

3. 设 x =

[
y

z

]
是属于 λ 的特征向量，那么 y 或者 z 非零；若 y 6= 0, 则 Az = λy 6= 0,

所以 z 6= 0; 若 z 6= 0, 则 ATy = λz 6= 0, 所以 y 6= 0. 那么

ATAz = λATy = λ2z; AATy = A(λz) = λ2y

所以 λ2 是 ATA 和 AAT 的特征值。

4. 设 A ∈Mm×n(R), 则我们有 λn det(λIm −AAT) = λm det(λIn −ATA). 而 AAT 的非

零特征值是 λn det(λIm − AAT) = 0 的非零解，重数是也是该方程解的重数，这就证

明了我们的命题。

5. ATA =
[
2
]
，只有一个特征值 2, 所以 S 有两个非零特征值

√
2,−

√
2, 还有一个特征值

是 0. 根据前题的经验，我们取 ATA 的一个特征向量 z =
[√

2
]
, 令 y = 1√

2
Az =

[
1

1

]
,
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那么 x1 =


1

1
√
2

 ,x2 =


1

1

−
√
2

 分别是 S 的属于特征值
√
2,−

√
2 的特征值。要求属

于特征值 0 的特征向量，我们可以直接解方程组 Sx = 0, 也可以求和 x1,x2 都正交的

向量，可以求得 x2 =


1

−1

0

 是属于特征值 0 的特征向量。所以 S 的谱分解为

S =


1 1 1

1 1 −1
√
2 −

√
2 0



√
2

−
√
2

0




1 1 1

1 1 −1
√
2 −

√
2 0


−1

练习 6.1.17. 构造一个实方阵 A，满足 AAT = ATA 但 A 6= AT，并验证 A 和 AT 具有相同的

特征值和特征向量．注意，这里相同的特征向量不意味着对应的特征值相同．

附注. 事实上，对实方阵 A，如果 AAT = ATA，则 A 和 AT 具有相同的特征值和特征向量．

证明: 例如我们可以取一个正交矩阵：A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, AT =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
A,AT 有相

同的特征多项式：λ2 − 2 cos θλ+ 1, 有两个不同的特征值：cos θ ± i sin θ.

• A的一个属于特征值 cos θ+i sin θ 的特征向量是：
[
1

−i

]
,一个属于特征值 cos θ−i sin θ

的特征向量是：

[
1

i

]

• AT 的一个属于特征值 cos θ+i sin θ 的特征向量是：
[
1

i

]
,一个属于特征值 cos θ−i sin θ

的特征向量是：

[
1

−i

]

练习 6.1.18. 考虑下列复对称矩阵．

1. 设复对称矩阵 A =

[
i 1

1 −i

]
，计算 A2，并判断 A 是否可对角化．

2. 设复对称矩阵 F4 =


1 1 1 1

1 i −1 −i

1 −1 1 −1

1 −i −1 i

，计算 F 2
4 和 F4F4

T；根据 F 2
4 的特征值、F4

的迹和行列式，求 F4 的所有特征值．是否存在实正交矩阵 Q，使得 QTF4Q 是对角

阵？

这里 F4 是一个 4 阶离散 Fourier 变换的表示矩阵，这类矩阵在信号处理和数值积分
中有重要应用．
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证明: 1. A2 =

[
0 0

0 0

]
. A 不可对角化：由 A2 = 0 可知 A 只有零特征值；那么若 A 可对

角化，则 A 也是零矩阵，矛盾。

2. F 2
4 =


4 0 0 0

0 0 0 4

0 0 4 0

0 4 0 0

 , F4F4
T =


4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4

. trace(F4) = 2+ 2i. 我们通过对 F4 作初

等行变换可以求得 det(F4) = 24i. F 2
4 的特征值为 4(三重)、−4（一重），因此 F4 有三

个特征值取 ±2, 一个特征值取 ±2i. 根据迹，三个实特征值的和是 2, 纯虚特征值等于
2i, 所以 F4 的特征值为 2, 2,−2, 2i.
假设存在实正交矩阵使得QTF4Q是对角矩阵，那么我们可以假设QTF4Q = diag(2, 2,−2, 2i),
即 F4 = Qdiag(2, 2,−2, 2i)QT, 那么

F4 − F 4 = Qdiag(0, 0, 0, 4i)QT =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 4i


矛盾。

练习 6.1.19 (二阶差分矩阵与二阶导数). 函数 f(x)的二阶导数 f ′′(x) ≈ f(x+ δ) + f(x− δ)− 2f(x)

δ2
．

如果将一个区间等分，将函数 f(x) 在等分点处的取值列成一个向量 f，则 f 就是离散化的函

数，计算中可以代替 f(x)．而 f(x) 的二阶导数就可以用
1

h2
Df 来表示，其中 h 是每个分出的

小区间的长度，而 D =



∗ 1

1 −2 1

1 −2
. . .

. . .
. . . 1

1 −2 1

1 ∗


，其中 “∗” 处元素与函数在区间端点处满足

的条件有关．

1. 求 A3 =


2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

 的谱分解，并将特征向量写成


sin d
sin 2d

sin 3d

 的形式．
附注. 这是离散化的正弦函数．

2. 求 B4 =


1 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1

 的谱分解，并将特征向量写成


cos d
cos 3d
cos 5d
cos 7d

 的形式．
附注. 这是离散化的余弦函数．
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注意，
d2

dx2 sin kx = −k2 sin kx, d2

dx2 cos kx = −k2 cos kx．对离散化的情形，也有类似结论．这
一点将在第 8 章中进一步地讨论．在 Fourier 分析中，将函数写成正弦函数和余弦函数的和有
极大的好处；而在计算上，将向量写成离散正弦或离散余弦的线性组合，也有类似的好处．例

如，图片的 JPEG 压缩就常用 B8 谱分解产生的正交基来进行处理．

证明: 1. det(λI3 −A) = (λ− 2)(λ2 − 4λ+ 2), 有三个不同的特征值 2−
√
2, 2, 2 +

√
2

•


√
2/2

1
√
2/2

 =


sin(π/4)
sin(π/2)
sin(3π/4)

 是属于特征值 2−
√
2 的特征向量。

•


1

0

−1

 =


sin(π/2)
sin(π)

sin(3π/2)

 是属于特征值 2 的特征向量。

•


√
2/2

−1
√
2/2

 =


sin(3π/4)
sin(3π/2)
sin(9π/4)

 是属于特征值 2 +
√
2 的特征向量。

令 Q =


sin(π/4) sin(π/2) sin(3π/4)
sin(2π/4) sin(π) sin(3π/2)
sin(3π/4) sin(3π/2) sin(9π/4)

, 则 A 的谱分解为

A = Q


2−

√
2

2

2 +
√
2

Q−1

2. det(λI3 −B) = λ(λ− 2)(λ2 − 4λ+ 2), 有三个不同的特征值 0, 2−
√
2, 2, 2 +

√
2

•


cos(0)
cos(0)
cos(0)
cos(0)

 是属于特征值 0 的特征向量。

•


cos(π/8)
cos(3π/8)
cos(5π/8)
cos(7π/8)

 是属于特征值 2−
√
2 的特征向量。

•


cos(π/4)
cos(3π/4)
cos(5π/4)
cos(7π/4)

 是属于特征值 2 的特征向量。

•


cos(3π/8)
cos(9π/8)
cos(15π/8)
cos(21π/8)

 是属于特征值 2 +
√
2 的特征向量。
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令 Q =


cos(0) cos(π/8) cos(π/4) cos(3π/8)
cos(0) cos(3π/8) cos(3π/4) cos(9π/8)
cos(0) cos(5π/8) cos(5π/4) cos(15π/8)
cos(0) cos(7π/8) cos(7π/4) cos(21π/8)

, 则 A 的谱分解为

A = Q


0

2−
√
2

2

2 +
√
2

Q−1

练习 6.1.20. 考虑正方形铁丝上的热扩散问题，设四个顶点的温度组成向量 t．在热量扩散时，

如果一个点的温度低于周围点温度的平均值，则该点温度升高；反之则该点温度降低．假设每经

过一个时间单位，一个点的温度变化与周围点平均温度和该点温度之差成正比，比例系数为 k．

1. 写出矩阵 A，使得 At 表示经过一个单位时间之后四个点的温度．

2. 令 H 为 4 阶 Hadamard 矩阵（见练习 5.3.55.3.5），计算 AH．

3. 求 A 的谱分解．

4. 求 lim
t→∞

At，它是否与 k 有关？经过足够长的时间后，最终的温度分布是什么？

证明: 1. 根据题意，∆t =


k
(
t2+t4

2 − t1
)

k
(
t1+t3

2 − t2
)

k
(
t2+t4

2 − t3
)

k
(
t1+t3

2 − t4
)

, 那么

At = t+∆t =


(1− k)t1 +

k
2 t2 +

k
2 t4

k
2 t1 + (1− k)t2 +

k
2 t3

k
2 t2 + (1− k)t3 +

k
2 t4

k
2 t1 +

k
2 t3 + (1− k)t4

 =


1− k k

2 0 k
2

k
2 1− k k

2 0

0 k
2 1− k k

2
k
2 0 k

2 1− k

 t

那么 A =


1− k k

2 0 k
2

k
2 1− k k

2 0

0 k
2 1− k k

2
k
2 0 k

2 1− k


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2. 我们直接计算

AH =


1− k k

2 0 k
2

k
2 1− k k

2 0

0 k
2 1− k k

2
k
2 0 k

2 1− k




1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1



=


1 1− 2k 1− k 1− k

1 −(1− 2k) 1− k −(1− k)

1 1− 2k −(1− k) −(1− k)

1 −(1− 2k) −(1− k) 1− k



3. 由上一题，AH = H


1

1− 2k

1− k

1− k

, 所以 A 的谱分解为

A = H


1

1− 2k

1− k

1− k

H−1

4. 在不和外界发生热量交换，且遵循热力学第二定律的条件下，k ∈ (0, 1), 那么

lim
t→∞

At = H lim
t→∞


1

(1− 2k)t

(1− k)t

(1− k)t

H−1 =
1

4


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1



练习 6.1.21. 采集 n 个人的三项数据，例如身高、体重、收入，组成向量 a1,a2,a3 ∈ Rn．令

x1, x2, x3 为三组数据的平均值，1 =


1
...

1

．定义向量 ai,aj 的协方差为 cov(ai,aj) =
1

n
(ai −

xi1)T(aj − xj1)．称 C =
[
cov(ai,aj)

]
3×3
为数据的协方差矩阵．

1. 令 A =
[
a1 a2 a3

]
，U 为所有元素都是 1 的 n×3 矩阵，求常数 k，使得 kUUTA =[

x11 x21 x31
]
．

2. 用 A,U 来表示 C，并证明 C 是对称矩阵．

3. 任取 y1,y2 ∈ R3，证明向量 Ay1, Ay2 的协方差是 yT
1 Cy2．

4. 设 C 有谱分解 C = QΛQT，考虑
[
a1 a2 a3

]
Q 的三个列向量对应的三组数据，证

明这三组数据两两协方差为零．
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协方差为零的两组数据称为不相关的数据，利用谱分解从原本相关的数据中得到不相关的数据

的线性组合，是统计学中很重要的一个方法．

证明: 根据题意，UUT = 3 · 11T, nx1 = 1Ta1, nx2 = 1Ta2, nx3 = 1Ta3.

1. UUTA = 3 · 11TA = 3 · 1
[
1Ta1 1Ta2 1Ta3

]
= 3n

[
x11 x21 x31

]
, 所以 k = 1

3n .

2. 根据题意，令 B = A −
[
x11 x21 x31

]
, 那么 C = 1

nB
TB, 所以 C 是对称矩阵。

B = A− 1
3nUU

TA, 所以

C =
1

n
AT
(
In −

1

3n
UUT

)2

A =
1

n
AT
(
In −

1

3n
UUT

)
A

3. 将 nxi = aT
i 1 = 1Tai 代入 cov(ai,aj) 可知

cov(ai,aj) =
1

n
aT
(
In −

1

n
11T

)
aj ,

所以

cov(Ayi, Ayj) =
1

n
yTAT

(
In −

1

n
11T

)
Ayj = yT

i Cyj

4. 设 Q =
[
y1 y2 y3

]
, 则 y1,y2,y3 是两两正交的单位向量。根据题意，我们需要证明

的是 cov(Ayi, Ayj) = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ 3, i ≤ j. 由上一小题，

cov(Ayi, Ayj) = yT
i Cyj = yT

i QΛQTyj = eT
i Λej ,

eT
i Λej 是 Λ 的第 (i, j) 分量，因为 Λ 是对角矩阵，i 6= j 时，Λ 的第 (i, j) 分量等于 0.

6.2 正 定 矩 阵

练习 6.2.1. 判断下列矩阵是否正定：[
5 6

6 7

]
．1.

[
−1 −2

−2 −5

]
．2.

[
1 10

10 100

]
．3.

[
1 10

10 101

]
．4.

1 1 1

1 0 2

1 2 5

．5.


1 1 1

1 −1 2

1 2 5

．6.

证明: 1. 不正定，因为行列式小于 0;

2. 不正定，因为 1 阶顺序主子式小于 0;

3. 不正定，因为行列式等于 0.

4. 正定，因为所欲偶顺序主子式都大于 0;

5. 不正定，因为 2 阶顺序主子式小于 0;

6. 不正定，因为 2 阶顺序主子式小于 0.
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练习 6.2.2. 考虑实矩阵 S =

[
1 b

b 1

]
．求使得下列条件成立的 b 的取值范围：

S 不正定但是半正定．1. S 不定．2. S 半负定．3.

证明: 因为 S 的 1 阶顺序主子式为 1, 那么

1. S 不正定但是半正定，则行列式为 0, 所以 b = ±1.

2. S 不定则行列式小于 0, 那么 b > 1 或者 b < −1.

3. 不存在使得 S 半负定的 b.

练习 6.2.3. 下列实矩阵中未知元素满足什么条件时，矩阵正定？半正定？

[
1 b

b 9

]
．1.

[
2 4

4 c

]
．2.

[
c b

b c

]
．3.


c 1 1

1 c 1

1 1 c

．4.


1 2 3

2 d 4

3 4 5

．5.


s −4 −4

−4 s −4

−4 −4 s

．6.


t 3 0

3 t 4

0 4 t

．7.


a a a

a a+ c a− c

a a− c a+ c

．8.

我们可以对矩阵作 LDLT，或者计算矩阵的特征值来判断。

证明: 1.
[
1 b

b 9

]
=

[
1 0

b 1

][
1

9− b2

][
1 b

0 1

]
, 因此 −3 < b < 3 时正定，−3 ≤ b ≤ b 时

半正定。

2.
[
2 4

4 c

]
=

[
1 0

2 1

][
2

c− 8

][
1 2

0 1

]
, 因此 c > 8 时正定，c ≥ 8 时半正定。

3. 若 c = 0, 则行列式为 −b2, 所以只有 b = 0 时半正定。若 c 6= 0, 则[
c b

b c

]
=

[
1 0
b
c 1

][
c 0

0 c− b2

c

][
1 b

c

0 1

]

正定当且仅当 c > 0, c− b2

c > 0, 即 c > |b|. 半正定当且仅当 c ≥ 0, c− b2

c ≥ 0, 即 c > 0

且 c ≥ |b|.

4. det

λI3 −

c 1 1

1 c 1

1 1 c


 = (λ − c + 1)2(λ − c − 2) 因此矩阵有两个不等的特征值 c −

1, c+ 2. 所以正等当且仅当 c > 1，半正定当且仅当 c ≥ 1.

5. 半正定则顺序主子式都大于等于 0, 那么

d− 4 ≥ 0,−4d+ 8 ≥ 0,

无解，因此矩阵不可能半正定，因此也不可能正定。
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6. det

λI3 −

s −4 −4

−4 s −4

−4 −4 s


 = (λ− s− 4)2(λ− s+8) 因此矩阵有两个不等的特征值

s+ 4, s− 8. 所以正定当且仅当 s > 8，半正定当且仅当 s ≥ 8.

7. det

λI3 −

t 3 4

3 t 4

0 4 t


 = (λ− t)(λ− t+ 5)(λ− t− 5) 因此矩阵有两个不等的特征值

t, t+ 5, t− 5. 所以正等当且仅当 t > 5，半正定当且仅当 t ≥ 5.

8. 
a a a

a a+ c a− c

a a− c a+ c

 =


1 0 0

1 1 0

0 −1 1



a

c

0



1 0 0

1 1 0

0 −1 1


T

所以矩阵不正定；当且仅当 a, c ≥ 0 时半正定。

练习 6.2.4. 设 A 对称正定，B 是实矩阵．

1. 证明，对任意整数，Ak 也正定．

2. 若存在正整数 r，使得 ArB = BAr，证明 AB = BA．

证明: 1. A对称正定，则A的特征值全大于 0,因此存在正交矩阵 P 使得A = Pdiag(λ1, · · · , λn)PT,
其中 λ1, · · · , λn > 0, 那么 Ak = Pdiag(λk1, · · · , λkn)P T , 即 A 正交相似于对角线都是正

数的对角矩阵，所以 Ak 正定。

2. 设 λ1, · · · , λk 是 A的不同的特征值。A正定，则 λ1, · · · , λk > 0，那么对任意正整数 r,
λr1, · · · , λrk 也互不相同。那么存在正交矩阵 Q，使得 A = Qdiag(λ1In1 , · · · , λkInk

)QT,
那么 Ar = Qdiag(λr1In1 , · · · , λrkInk

)QT . 那么

diag(λr1In1 , · · · , λrkInk
)QTBQ = QTBQdiag(λr1In1 , · · · , λrkInk

). ∗

我们对 QTBQ 作分块：QTBQ =
[
Bij

]
1≤i,j≤k

, 其中 Bij ∈ Mni×nj (R). 那么 (∗) 式推

出 λriBij = λrjBij , 所以当 i 6= j 时 Bij = 0, 因此 QTBQ 是分块对角矩阵，那么

diag(λ1In1 , · · · , λrInr)Q
TBQ = QTBQdiag(λ1In1 , · · · , λrInr),

从而 AB = BA.

练习 6.2.5. 对 n 阶实对称矩阵 A，证明，当实数 t 充分大时，tIn +A 正定．

证明: 因为 tIn+A 的所有主子式都是关于 t 的首项系数为 1 的多项式，那么当 t 充分大时，这

些多项式都大于 0，即当 t 充分大时，所有的主子式都大于 0。所以 tIn +A 正定。

练习 6.2.6. 对 n 阶实对称矩阵 A，证明，存在正实数 c，使得对任意 x ∈ Rn，都有
∣∣xTAx

∣∣ ≤
cxTx．
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证明: 设 λ1, · · · , λn 是 A 的特征值，满足 |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|, 且 Q 是正交矩阵使得 A = QTΛQ,
其中 Λ = diag(λ1, · · · , λr)；那么对 x 6= 0, 我们有

max
x6=0

∣∣∣∣xTAx

xTx

∣∣∣∣ = max
‖x‖=1

∣∣xTAx
∣∣ ≤ max

‖y‖=1

∣∣yTΛy
∣∣ ≤ max

‖y‖=1
|λ1| (y21 + · · ·+ y2n) = |λ1| .

所以我们取 c = |λ1|.

练习 6.2.7 (Hadamard 不等式). 给定 n 阶对称正定矩阵 A，求证：

1. 对任意 y，det
([

A y

yT 0

])
≤ 0；

2. 记 A =
[
aij

]
，则 det(A) ≤ ann det(An−1)，其中 An−1 是 A 的 n− 1 阶顺序主子阵；

3. det(A) ≤ a11a22 · · · ann．

利用上述结论证明：如果实矩阵 T =
[
tij

]
可逆，那么 det(T )2 ≤

n∏
i=1

(t21i + t22i + · · ·+ t2ni)．

附注. 练习 4.2.284.2.28用不同方法证明了相同结论．

证明: 1. 由于 A 可逆，我们作初等行倍加：

[
A y

yT 0

]
−→

[
A y

0 −yTA−1y

]
, 所以

det
([

A y

yT 0

])
= −(yTA−1y) det(A).

由于 A 对称，则 A−1 也对称；A 正定，则其特征值都大于零，那么 A−1 的特征值都

是 A 特征值的倒数，也大于零，所以 A−1 也正定，因此

det
([

A y

yT 0

])
= −(yTA−1y) det(A) ≤ 0.

2. 利用行列式的行线性性，

det(A) = det
([

An−1 y

yT 0

])
+ det

([
An−1 y

0 ann

])

= det
([

An−1 y

yT 0

])
+ ann det(An−1)

≤ ann det(An−1)

.

3. 对 2 ≥ i ≥ n，上一小题的证明可以推出 det(Ai) ≤ aii det(Ai−1), 所以

det(A) ≤ ann det(An−1) ≤ annan−1,n−1 det(An−2) ≤ · · · ≤ a11a22 · · · ann.

如果实矩阵 T 可逆，那么考虑 T̃ = TTT , 那么 T̃ 是对称正定矩阵，且它的第 i 个对角元

是 t21i + t22i + · · ·+ t2ni；利用第 3 小题的结论就有

det(T )2 ≤
n∏
i=1

(t21i + t22i + · · ·+ t2ni).
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练习 6.2.8. 证明 A =

[
1

i+ j

]
n×n
正定．

法一：考虑
ˆ 1

0
t(x1+x2t+· · ·+xntn−1)2dt．法二：证明 det(A) =

∏
1≤i≤n
1≤j≤n

1

i+ j

∏
1≤i<j≤n

(i−j)2．

证明: 我们记 An =

[
1

i+ j

]
n×n

, 那么 A 的 k 阶顺序子矩阵恰好是 Ak，所以我们只需证明：对

任意 n, det(An) > 0. 我们对矩阵作初等列倍加变换：先将所有列都减去最后一列：

1
2

1
3 · · · 1

n
1

n+1
1
3

1
4 · · · 1

n+1
1

n+2
...

...
1
n

1
n+1 · · · 1

2n−2
1

2n−1
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n−1

1
2n


→



n−1
2(n+1)

n−2
3(n+1) · · · 1

n(n+1)
1

n+1

n−1
3(n+2)

n−2
4(n+2) · · · 1

(n+1)(n+2)
1

n+2
...

...
n−1

n(2n−1)
n−2

(n+1)(2n−1) · · · 1
(2n−2)(2n−1)

1
2n−1

n−1
(n+1)(2n)

n−2
(n+2)(2n) · · · 1

(2n−1)(2n)
1
2n


那么

det(An) =
n−1∏
ℓ=1

(n− ℓ)
n∏
ℓ=1

1

n+ ℓ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
3 · · · 1

n 1
1
3

1
4 · · · 1

n+1 1
...

...
1
n

1
n+1 · · · 1

2n−2 1
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

我们再对

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
3 · · · 1

n 1
1
3

1
4 · · · 1

n+1 1
...

...
1
n

1
n+1 · · · 1

2n−2 1
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
作行倍加变换，每一行都减去最后一行：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
3 · · · 1

n 1
1
3

1
4 · · · 1

n+1 1
...

...
1
n

1
n+1 · · · 1

2n−2 1
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n−1
2(n+1)

n−1
3(n+2) · · · n−1

n(2n−1) 0

n−2
3(n+1)

n−2
4(n+2) · · · n−2

(n+1)(2n−1) 0
...

...
1

n(n+1)
1

(n+1)(n+2) · · · 1
(2n−2)(2n−1) 0

1
n+1

1
n+2 · · · 1

2n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
那么 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1
3 · · · 1

n 1
1
3

1
4 · · · 1

n+1 1
...

...
1
n

1
n+1 · · · 1

2n−2 1
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
ℓ=1

(n− ℓ)
n−1∏
ℓ=1

1

n+ ℓ
det(An−1)

所以 det(An) =
(∏n−1

ℓ=1 (n− ℓ)
)2∏n

ℓ=1
1
n+ℓ

∏n−1
ℓ=1

1
n+ℓAn−1. 而 det(A1) =

1
2 , det(A2) =

1
72 , 递归

地知道 det(An) > 0, ∀n.
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练习 6.2.9. 证明 Hilbert 矩阵 Hn =

[
1

i+ j − 1

]
n×n
正定．

证明: 跟上题一样，对 Hn 作相同步骤的初等列变换和初等行变换，可得关于 Hn 的递推公式。

具体步骤我们不再重复。

练习 6.2.10. 设 A,B 是实对称矩阵，如果 A−B 正定，则记作 A � B．求证：

1. A � B,B � C 可以推出 A � C．

2. A � B 和 B � A 不可能同时成立．

3. 对任意实对称矩阵 A，都存在实数 k1, k2 使得 k1In � A � k2In．

证明: A−B 正定，当且仅当对任意 x 6= 0，有 xT(A−B)x > 0, 即 xTAx > xTBx > 0.

1. A � B,B � C 当且仅当对任意 x 6= 0,xTAx > xTBx > xTCx, 则 A � C.

2. A � B 且 B � A 当且仅当对任意 x 6= 0,xTAx > xTBx > xTAx, 这显然不可能成
立。

3. 对任意实对称矩阵，令 λ1 是 A 最大的特征值，λ2 是 A 最小的特征值。我们取 k1 >

λ1, k2 < λ2, 那么 k1In − A 所有特征值都大于 0，所以 k1In − A 是正定矩阵，即

k1In � A. 同理：A � k2In.

练习 6.2.11. 举例说明，实对称矩阵 A 的所有顺序主子式都非负，但 A 并不半正定．

证明: A =

[
0 0

0 −1

]
, 顺序主子式都是 0, 但是 eT

2Ae2 = −1.

练习 6.2.12. 证明命题 6.2.4．对实对称矩阵 A，以下叙述等价：

1. A 半正定；

2. A 的特征值都是非负数；

3. 存在矩阵 T，使得 A = TTT;

4. A 存在 LDLT 分解，且 D 的对角线元素都是非负数。

证明:(1 ⇒ 2). 设 A 的谱分解位 A = PΛPT, 其中 Λ = diag(λ1, · · · , λn), P =
[
v1 · · · vn

]
,

那么对 i = 1, 2, · · · , n, λi = vT
i Avi ≥ 0.

(2 ⇒ 3). 设 A 的谱分解如上, 那么我们取 T = Pdiag(
√
λ1, · · · ,

√
λn) 即可。

(3 ⇒ 1). ∀x 6= 0,xTAx =
∥∥TTx

∥∥2 ≥ 0，即 A 半正定。

(4 ⇒ 1). ∀x, 设 LTx =


x1
...

xn

 , D = diag(d1, · · · , dn), 那么 xTAx = d1x
2
1 + · · ·+ dnx

2
n ≥ 0，即

A 半正定。

(1 ⇒ 4). 我们对 A 的阶数 n 用归纳法. n = 1 命题是平凡的。假设命题结论对所有 n 阶实对称

矩阵成立，那么对 n+ 1 阶实对称矩阵 A, 我们对其进行分块：A =

[
B a

aT an+1,n+1

]
。
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对任意 x ∈ Rn,xTBx =

[
x

0

]T

A

[
x

0

]
≥ 0，所以 B 也半正定。若 B 可逆，则

A =

[
In 0

aB−1 1

][
B 0

0 an+1,n+1 − aTB−1a

][
In 0

aB−1 1

]T

由归纳假设，B 存在 LDLT 分解，所以

A =

([
In 0

aB−1 1

][
L 0

0 1

])[
D 0

0 an+1,n+1 − aTB−1a

]([
In 0

aB−1 1

][
L 0

0 1

])T

是符合题意的 A 的分解。若 B 不可逆，我们断言 a ∈ R(B), 若不然：a /∈ R(B), 则由

练习 2.4.16 知方程组
[
BT

aT

]
x =

[
0

1

]
有解 x0, 对 t ∈ R, 考虑 f(t) :=

[
tx0

1

]T

A

[
tx0

1

]
.

因为 A 半正定，所以 f(t) ≥ 0, ∀t ∈ R. 另一方面，我们按照分块矩阵展开可得 f(t) =

xT
0Bx0 + 2taTx0 + an+1,n+1 = 2t+ an+1,n+1, 显然 f(t) 不能恒非负，矛盾。至此，我

们证明了断言。于是存在 b ∈ Rn 使得 a = Bb。那么

A =

[
In 0

bT 1

][
B 0

0 1

][
In 0

bT 1

]T

由归纳假设，B 存在 LDLT 分解，所以

A =

([
In 0

b 1

][
L 0

0 1

])[
D 0

0 an+1,n+1

]([
In 0

b 1

][
L 0

0 1

])T

是符合题意的 A 的分解。

练习 6.2.13. 证明，实对称矩阵半正定，当且仅当它的所有主子式都非负．
法一：利用数学归纳法．法二：考虑矩阵 A 的微小变化得到的正定矩阵 A+ εI．

证明: 若实对称矩阵 A 半正定，考虑 Aϵ = A + ϵIn(ϵ ≥ 0), 那么对任意 ϵ > 0, xTAϵx =

xTAx+ ϵxTx ≥ 0 + ϵxTx > 0, 所以 Aϵ 是正定矩阵，那么 Aϵ 的所有主子式都大于 0. 设 B 是

A 的一个 k-阶主子阵，那么 B + ϵIk 是 Aϵ 的一个 k 阶主子阵，所以 det(Bϵ) > 0. 那么

det(B) = lim
ϵ→0

det(Bϵ) ≥ 0.

反之，当实对称矩阵 A 的所有主子式都非负时，我们通过对阶数 n 归纳法来证明 A 半正

定。n = 1 是平凡的；假设命题结论对所有 n 阶实对称矩阵成立，那么对 n + 1 阶实对称矩阵

A, 我们对其进行分块：A =

[
B x

xT an+1,n+1

]
。因为 an+1,n+1 是 A 的一个 1 阶主子式，那么

an+1,n+1 ≥ 0

• 若 an+1,n+1 = 0, 则 x = 0. 若不然，存在 xi 6= 0, 那么
[
aii xi

xi an+1,n+1

]
是 A 的一个 2

阶主子阵，但是它的行列式等于 −x2i < 0, 矛盾。因为 B 的主子式都是 A 的主子式，

所以都非负，根据归纳假设，B 半正定。所以此时 A =

[
B 0

0 0

]
是半正定的。
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• 若 an+1,n+1 > 0, 则 A 半正定，当且仅当[
B − xa−1

n+1,n+1x
T 0

0 an+1,n+1

]
=

[
In −a−1

n+1,n+1x

0 1

]
A

[
In −a−1

n+1,n+1x

0 1

]T

半正定。根据归纳假设，我们需要验证 B − xa−1
n+1,n+1x

T 的主子式都非负。事实上，

B − xa−1
n+1,n+1x

T 的第 i1, · · · , ir 行、第 i1, · · · , ir 列交叉点构成的主子阵的行列式乘
以 an+1,n+1 等于 A 的第 i1, · · · , ir�n+ 1 行、第 i1, · · · , ir, n+ 1 列交叉点构成的主子

阵的行列式；所以 B − xa−1
n+1,n+1x

T 的主子式都非负。

练习 6.2.14. 设 A 是实对称矩阵，证明：

1. A 半正定，当且仅当存在实对称矩阵 B，使得 A = B2．

2. 若 A 半正定，则存在唯一的半正定实对称矩阵 B，使得 A = B2．

证明: A 是实对称矩阵，则存在正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ = diag(λ1In1 , · · · , λrInr) 使得 A =

QΛQT, 其中 λ1 > · · · > λr 是 A 互不相同的特征值.

1. A 半正定，则 λi ≥ 0(1 ≤ i ≤ r). 我们取 B = Qdiag(
√
λ1In1 , · · · ,

√
λrInr)Q

T, 那么 B

也是半正定的实对称矩阵，且 A = B2. 反之，若存在实对称矩阵 B 使得 A = B2，那

么 A 的特征值都是 B 的特征值的平方，所以都是非负的，所以 A 是半正定的。

2. 存在性在上一小题的证明中我们已经证明了，我们只需要证明唯一性。设 B的特征值是

µ1, · · · , µn(µ1 ≥ · · ·µn ≥ 0). 因为 A = B2,那么 A的特征值就是 µ21, · · · , µ2n.根据命题
5.4.6,我们可以取到正交矩阵 P 使得 B = Pdiag(µ1, · · · , µn)PT 且 diag(µ21, · · · , µ2n) =
Λ. 此时，

diag(µ1, · · · , µn) = diag(
√
λ1In1 , · · · ,

√
λrInr).

并且 A = B2 即 (QTP )Λ = Λ(QTP ). 我们将 QTP 按照 Λ 进行相应的分块 QTP =[
Xij

]
1≤i,j≤r

, 那么
[
λjXij

]
=
[
λiXij

]
，所以 i 6= j 时，Xij = 0.因为 QTP 也是正交矩

阵，那么
[
Xij

] [
Xij

]T
= In, 所以 XiiX

T
ii = Ini , 那么 P = Qdiag(X11, · · · , Xnn), 那么

B = Qdiag(X11, · · · , Xnn)diag(
√
λ1In1 , · · · ,

√
λrInr)diag(X11, · · · , Xnn)

TQT,

即 B 是唯一的，它就等于 Qdiag(
√
λ1In1 , · · · ,

√
λrInr)Q

T

练习 6.2.15. 证明，若实对称矩阵对角占优，且对角元素全为正数，则该矩阵正定．

证明: 对角元素为正数的对角占优矩阵的顺序主子阵也都是对角元素为正数的对角占优矩阵，根
据练习 4.3.134.3.13, 对角元素为正数的对角占优矩阵的顺序主子式都是正的，所以该矩阵正定。

练习 6.2.16. 证明或举出反例：

1. 如果 A 对称正定，则 A−1 正定．

2. 如果 A,B 对称正定，则 A+B 正定．
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3. 如果 A,B 对称半正定，则 A+B 半正定．

4. 如果 A,B 对称不定，则 A+B 不定．

5. 如果 A 列满秩，B 对称正定，则 ATBA 正定．

6. 如果 S = ATA 且 A 有简化 QR 分解 A = QR，则 S = RTR 是 S 的 Cholesky 分解．

7. 如果 A,B 对称正定，则 AB 的特征值都是正数．

证明: 1. 正确。A 对称正定，则它的特征值都是正的，那么 A−1 的特征值也是正的，所

以 A−1 也是对称正定矩阵。

2. 正确。对任意 x 6= 0, xT(A+B)x = xTAx+ xTBx > 0. 所以 A+B 正定。

3. 正确。对任意 x 6= 0, xT(A+B)x = xTAx+ xTBx ≥ 0. 所以 A+B 半正定。

4. 错误。反例：A =

[
3 1

1 0

]
, B =

[
0 1

1 3

]
5. 正确。对任意 x 6= 0, 则 Ax 6= 0, 那么 xT(ATBA)x = (Ax)TB(Ax) > 0.

6. 正确。这符合 Cholesky 分解的定义。

7. 正确。A,B 对称正定，则存在可逆矩阵 A1, B1 使得 A = AT
1A1, B = BT

1 B1, 那么

AB = AT
1A1B

T
1 B1 = AT

1

(
(B1A

T
1 )

T(B1A
T
1 )
)
(AT

1 )
−1

所以 AB 相似于对称正定矩阵 A1B
T
1 B1A

T
1 , 那么特征值都是正数。

练习 6.2.17. 证明命题 6.2.7．方阵的合同关系是等价关系。

证明: 1. 反身性：对任意 A ∈Mn×n(R), A = IT
nAIn; 这说明 A 合同于自身。

2. 对称性：若 A合同于 B,则存在可逆矩阵 P 使得 A = PTBP ,那么 B = (P−1)TAP−1,
即 B 合同于 A.

3. 传递性：若 A 合同于 B, B 合同于 C，则存在可逆矩阵 P,Q 使得 A = P TBP,B =

QTCQ, 那么 A = (PQ)TC(PQ), 即 A 合同于 C.
所以合同关系是等价关系。

练习 6.2.18. 考虑实对称矩阵 S =

[
A B

BT C

]
．证明 S 正定当且仅当 A 及其 Schur 补都正定．

证明: • 若 S 正定，则其顺序主子式都是正的，所以 A 正定。那么

S =

[
In 0

BTA−1 Im

][
A

C −BTA−1B

][
In 0

BTA−1 Im

]T

因此

[
A

C −BTA−1B

]
正定。注意到 C − BTA−1B 是对称矩阵，且它的特征值都

是 S 的特征值，所以 C −BTA−1B 的特征值都是正的，所以是正定矩阵。
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• 若 A及其 Schur补都正定，那么它们的特征值都是正的，从而
[
A

C −BTA−1B

]
的

特征值也是正的，即它是正定矩阵。那么同样因为

S =

[
In 0

BTA−1 In

][
A

C −BTA−1B

][
In 0

BTA−1 In

]T

则 S 是正定矩阵。

练习 6.2.19. 设 A,B 是 n 阶实对称矩阵，A 正定．证明，存在可逆矩阵 T，使得 TTAT 和

TTBT 同时是对角矩阵．

证明: A 正定，则存在可逆矩阵 P 使得 A = PTP . 我们考虑 B′ = (P−1)TBP−1, 那么 B′ 也是

实对称矩阵，那么存在正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得 B = QTΛQ. 令 T = P−1QT, 那么

TTAT = Q(PT)−1AP−1Q−1 = In, T
TBT = QB′QT = Λ,

都是对角矩阵。

练习 6.2.20. 设 A,B 是 n 阶实对称矩阵，A,B 半正定．证明，存在可逆矩阵 T，使得 TTAT

和 TTBT 同时是对角矩阵．

提示. 按 N(A) ∩N(B) 是否为平凡子空间分类讨论，转化为练习 6.2.196.2.19．

证明: 首先，我们断言：实对称半正定矩阵的对角元都大于等于 0, 且若某对角元是 0, 那么该对
角元所在的行和列所有元素都是 0。这一点可由练习 4.2.13 得到。
我们考虑 A + B, 它是实对称半正定矩阵，因此存在可逆矩阵 P 使得 PT(A + B)P =[

Ir 0

0 0

]
。而 PTAP,PTBP 也都是实对称半正定矩阵，所以他们的第 r + 1 至 n 个对角元都大

于等于 0, 但是相加是 0, 所以 PTAP,PTBP 的第 r+1 至 n 个对角元都等于 0，于是存在 r 阶

对称矩阵 C 使得 PTAP =

[
C 0

0 0

]
. 我们把 C 正交对角化，即取 r 阶正交矩阵 Q 和对角矩阵

Λr 使得 C = QΛrQ
T, 那么(

P

[
Q 0

0 In−r

])T

A

(
P

[
Q 0

0 In−r

])
=

[
Λr 0

0 0

]
,

那么此时 (
P

[
Q 0

0 In−r

])T

B

(
P

[
Q 0

0 In−r

])
=

[
Ir − Λr 0

0 0

]
也是对角矩阵。
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6.3 奇异值分解

练习 6.3.1. 求下列矩阵的奇异值分解：[
3 4 0

]
．1.

[
1 1 0

0 1 1

]
．2.

[
2 2

−1 1

]
．3.

[
0 −1

1 0

]
．4.

[
1 1

3 3

]
．5.


0 1 0 0

0 0 0 2

3 0 0 0

0 0 4 0

．6.
[
1 0

2 1

]
．7.

[
A 0
0 0

]
，其中 A 有奇异值分解 A = UΣV T．8.

奇异值分解可以对 AAT 对正交相似对角化，也可以对 ATA 作正交相似对角化。哪个计算

量小，就用哪个。

证明: 1. AAT =
[
25
]
, 所以非零奇异值是 5, 左奇异向量是 v1 =

[
1
]
, 右奇异向量是

w1 = 1
5A

Tv1 =


3/5

4/5

0

. 我们把 w1 扩张成 R3 的一组标准正交基


−4/5

3/5

0

 ,

0

0

1

, 则 A

的奇异值分解为：

A =
[
1
] [

5 0 0
]

3/5 −4/5 0

4/5 3/5 0

0 0 1


T

2. AAT =

[
2 1

1 2

]
. AAT 的特征值是 3, 1，对应的单位特征向量是 v1 =

[
1/
√
2

1/
√
2

]
,v2 =

[
1/

√
2

−1/
√
2

]
. w1 = 1√

3
ATv2 =


1/
√
6

2/
√
6

1/
√
6

 ,w2 = ATv1 =


1/
√
2

0

−1/
√
2

, 把 w1,w2 扩张成 R3

的一组标准正交基：w1,w2,w3 =


1/
√
3

−1
√
3

1/
√
3

. 那么 A 的奇异值分解为

A =

[
1/

√
2 −1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

][√
3 0 0

0 1 0

]
1/
√
6 1/

√
2 1/

√
3

2/
√
6 0 −1/

√
3

1/
√
6 −1/

√
2 1/

√
3


T

3. AAT =

[
8 0

0 2

]
, AAT 的特征值是 8, 2，对应的单位特征向量是 v1 =

[
1

0

]
,v2 =

[
0

1

]
.
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w1 =
1√
8
ATv1 =

[
1/
√
2

1/
√
2

]
,w2 =

1√
2
ATw2 =

[
−1/

√
2

1/
√
2

]
, 那么 A 的奇异值分解为

A =

[
1 0

0 1

][√
8 0

0
√
2

][
1/
√
2 −1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

]T

4. 直接观察可得 A 的奇异值分解是 A = UI2V，其中 U = I2, V = A.

5. AAT =

[
2 6

6 18

]
, AAT 的特征值是 20, 0，对应的单位特征向量是 v1 =

[
1/
√
10

3/
√
10

]
,v2 =[

−3/
√
10

1/
√
10

]
. w1 = 1√

20
ATv1 =

[
1/
√
2

1/
√
2

]
, ATv2 = 0, 我们把 w1 扩张成 R2 的一组基

w1,w2 =

[
1/
√
2

−1/
√
2

]
. 那么 A 的奇异值分解为

A =

[
1/
√
10 −3/

√
10

3/
√
10 1/

√
10

][√
20 0

0 0

][
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

]T

6. 我们考虑 A的行列置换有：A =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0




4 0 0 0

0 3 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1




0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

, 因为置换

矩阵都是正交阵，所以这就是 A 的奇异值分解。

7. AAT =

[
1 2

2 5

]
, AAT 的特征值是 3 + 2

√
2, 3 − 2

√
2，对应的单位特征向量是 v1 =

1√
4 + 2

√
2

1 +
√
2√

4 + 2
√
2

 ,v2 =


1√
4− 2

√
2

1−
√
2√

4− 2
√
2

.

w1 =
1√

3 + 2
√
2
ATv1 =


1 +

√
2√

4 + 2
√
2

1√
4 + 2

√
2

 ,w2 =
1√

3− 2
√
2
ATv1 =


1−

√
2√

4− 2
√
2

1√
4− 2

√
2


那么 A 的奇异值分解为

A =


1 +

√
2√

4 + 2
√
2

1−
√
2√

4− 2
√
2

1√
4 + 2

√
2

1√
4− 2

√
2


[
1 +

√
2 0

0
√
2− 1

]
1√

4 + 2
√
2

1√
4− 2

√
2

1 +
√
2√

4 + 2
√
2

1−
√
2√

4− 2
√
2


T

8.
[
A 0
0 0

]
=

[
U 0
0 1

][
Σ 0
0 0

][
V 0
0 1

]T

. 这就是
[
A 0
0 0

]
的奇异值分解。

练习 6.3.2. 矩阵 A 的 QR 分解 A = QR，且 R 有奇异值分解 R = UΣV T，求 A 的奇异值分

解．
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证明: A = QR = (QU)ΣV T, 这就是 A 的奇异值分解。

练习 6.3.3. 设 A 的奇异值分解为 A = UΣV T，求矩阵

[
0 AT

A 0

]
的谱分解．

证明: 设A ∈Mm×n(R), U =
[
u1 · · · um

]
∈Mm×m(R), V =

[
v1 · · · vn

]
∈Mn×n(R), σ1 ≥

· · · ≥ σr > 0 是 A 的所有非零奇异值。

令 S =

[
0 AT

A 0

]
那么对 1 ≤ i ≤ r

S

[
vi

ui

]
=

[
ATui

Avi

]
=

[
σivi

σiui

]
= σi

[
vi

ui

]
;S

[
vi

−ui

]
=

[
−ATui

Avi

]
=

[
−σivi
σiui

]
= −σi

[
vi

−ui

]
.

对 r + 1 ≤ i ≤ n

S

[
0

ui

]
=

[
ATui

0

]
= 0;S

[
vi

0

]
=

[
0

Avi

]
= 0

且：{[
vi

ui

]
: 1 ≤ i ≤ r

}
∪

{[
vi

−ui

]
: 1 ≤ i ≤ r

}
∪

{[
vi

0

]
: r + 1 ≤ i ≤ n

}
∪

{[
0

ui

]
: r + 1 ≤ i ≤ m

}

我们把 U, V 分成两块，前 r 列是一块，剩下的列是一块：U =
[
U1 U2

]
, V =

[
V1 V2

]
令

P =

[
V1 V1 V2 0

U1 −U1 0 U2

]
, 则 A 的谱分解为

A = Pdiag(σ1, · · · , σr,−σ1, · · · ,−σr, 0, · · · , 0)P−1.

练习 6.3.4. 设矩阵 A =

[
1 0

−1 1

]
，考虑单位圆 C =

{
v ∈ R2

∣∣ ‖v‖ = 1
}
及其在 A 对应的线性

变换 A 下的像 A(C) =
{
Av ∈ R2 : ‖v‖ = 1

}
．

1. 设 w ∈ A(C)，证明 wT(AAT)−1w = 1．

2. 求 A 的奇异值分解 A = UΣV T．

3. 注意 V, U 为二阶正交矩阵，对应的线性变换是旋转或反射，而 Σ 是对角矩阵，对应

伸缩变换．从几何上看，曲线 V T(C),ΣV T(C), UΣV T(C) 分别是什么形状？

证明: 1. w ∈ A(C), 则存在 v ∈ R2, ‖v‖ = 1 使得 w = Av, 那么

wT(AAT)−1w = vTAT(AT)−1A−1Av = ‖v‖2 = 1.

2. AAT =

[
1 −1

−1 2

]
, 它的两个特征值是 3+

√
5

2 , 3−
√
5

2 ，对应的单位特征向量是 v1 =
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
1−

√
5√

10− 2
√
5

2√
10− 2

√
5

 ,v2 =


1 +
√
5√

10 + 2
√
5

2√
10 + 2

√
5

.

w1 =
2

1 +
√
5
ATv1 =


−2√

10− 2
√
5√

5− 1√
10− 2

√
5

 ,w2 =
2√
5− 1

ATv2 =


2√

10 + 2
√
5√

5 + 1√
10 + 2

√
5


那么 A 的奇异值分解为

A =


1−

√
5√

10− 2
√
5

1 +
√
5√

10 + 2
√
5

2√
10− 2

√
5

2√
10 + 2

√
5



√
5 + 1

2
0

0

√
5− 1

2




−2√
10− 2

√
5

2√
10 + 2

√
5√

5− 1√
10− 2

√
5

√
5 + 1√

10 + 2
√
5


T

3. V T(C) 是单位圆，ΣV T(C) 是椭圆，UΣV T(C) 也是椭圆。

练习 6.3.5. 设矩阵 A 的奇异值分解是 A = UΣV T．

1. 证明 AAT = U(ΣΣT)UT, ATA = V (ΣTΣ)V T 分别是这两个对称矩阵的谱分解，并得

到 AAT 和 ATA 的非零特征值相同．

2. 对任意 A 的奇异值 σ 6= 0，设 v 和 w 分别是 ATA 和 AAT 的属于 σ2 的特征向量，

证明 Av 和 ATw 分别是 AAT 和 ATA 的属于 σ2 的特征向量．

证明: 1. 只需要说明 ΣΣT,ΣTΣ 都是对角矩阵。设 A ∈ Mm×n(R), r = rank(A), 则 Σ =[
Λr 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
∈Mm×n(R), 其中 Λr = diag(σ1, · · · , σr), 那么直接计算：

ΣΣT =

[
Λ2
r 0

0 0(m−r)×(m−r)

]
,ΣTΣ =

[
Λ2
r 0

0 0(n−r)×(n−r)

]

练习 6.3.6 (极分解). 对 n 阶方阵 A，存在正交矩阵 Q 和对称半正定矩阵 S，使得 A = QS．

分解式 A = QS 称为 A 的极分解．容易看到，A = S1Q1，即方阵分解为对称半正定矩阵

和正交矩阵的乘积，也存在．

证明: 设 A 的奇异值分解为 A = UΣV T, 其中 U, V 为正交矩阵。A 是方阵，则 Σ 是对角线非

负。那么 A = (UV T)(V ΣV T)，令 Q = UV T, S = V ΣV T.
A = (UΣUT)(UV T), 令 S1 = UΣUT, Q1 = UV T 即符合题意。

练习 6.3.7. 证明矩阵的广义逆唯一．
提示. 耐心计算．
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我们首先需要理解一下问题。广义逆的定义方式如下：设 A有奇异值分解：A = UΣV T；注

意，奇异值分解中只有 Σ =

[
Σr 0

0 0

]
是唯一的，其中 Σr = diag(σ1, · · · , σr), σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0,

U, V 都不唯一。然后我们把 U, V 也分块：U =
[
Ur ∗

]
, V =

[
Vr ∗

]
, 其中 Ur, Vr 分别是 U, V

的前 r 列，那么 A 的广义逆定义为

A+ = VrΣ
−1
r UT

r

表面看起来 A+ 取决于 U, V 特别是 Ur, Vr，那么本题的目的就是要证明广义逆和它们无关。

证明: 设 A = ŨΣṼ T 也是 A 的奇异值分解，符号类比于 Ũr, Ṽr 分别是 Ũ , Ṽ 的前 r 列.
因为 Ur, Ũr 的列向量分别都是 RA 的一组标准正交基，那么存在可逆矩阵 X ∈ Mr×r 使

得 Ũr = UrX; 又因为 UT
r Ur = ŨrŨr = Ir, 那么 XTX = Ir, 即 X 是正交阵。同理，存在正交

矩阵 Y 使得 Ṽr = VrY

同时，我们对 A 的两个奇异值分解用分块矩阵乘法：

A =
[
Ur ∗

] [Σr 0

0 0

] [
Vr 0

]T
= UrΣrV

T
r ,

同理 A = ŨrΣrṼ
T
r , 这就有 UrΣrV

T
r = ŨrΣrṼ

T
r , 即

UrΣrV
T
r = UrXΣrY

TV T
r .

再利用 UT
r Ur = V T

r Vr = Ir 知 Σr = XΣrY
T, 所以 Y Σ−1

r XT = Σ−1
r ；进一步地就有

VrΣ
−1
r UT

r = VrY Σ−1
r XTUT

r = ṼrΣ
−1
r ŨT

r .

练习 6.3.8. 证明命题 6.3.7. 矩阵的谱范数满足：

1. ‖A‖ ≥ 0, 且 ‖A‖ = 0 当且仅当 A = 0;

2. ‖kA‖ = |k| ‖A‖;

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖;

5. 如果 U, V 正交，则
∥∥UAV T∥∥ = ‖A‖.

证明: 1. ‖A‖ ≥ 0 是明显的。‖A‖ = 0 当且仅当对任意 x, ‖Ax‖ = 0, 当且仅当对任意 x,
Ax = 0, 当且仅当 A = 0.

2.
‖kA‖ = max

x6=0

‖kAx‖
‖x‖

= |k|max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

= |k| ‖A‖ .

3. ‖A+B‖ = maxx6=0
‖(A+B)x‖

‖x‖
≤ maxx6=0

(
‖Ax‖
‖x‖

+
‖Bx‖
‖x‖

)
≤ ‖A‖+ ‖B‖.

4. 对任意 x 6= 0, 若 Bx = 0, 则 ABx = 0; 若 Bx 6= 0, 则 ‖ABx‖ ≤ ‖A‖ ‖Bx‖ ≤
‖A‖ ‖B‖ ‖x‖. 所以 ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.
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5.
∥∥UAV T∥∥ = maxx6=0

∥∥UAV Tx
∥∥

‖x‖
= maxx6=0

‖Ax‖
‖V x‖

= maxx6=0
‖Ax‖
‖x‖

= ‖A‖.

练习 6.3.9. 证明矩阵任意特征值的绝对值不大于其最大的奇异值．

证明: 设 λ 是 A 的绝对值最大的特征值，且 x 6= 0 是属于 λ 的特征向量，那么

|λ| = ‖Ax‖
‖x‖

≤ max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

,

而 A 的最大奇异值即 maxx6=0
‖Ax‖
‖x‖

.

练习 6.3.10. 证明或者举出反例．

1. n 阶方阵 A 为正交矩阵当且仅当它的 n 个奇异值都是 1．

2. n 阶方阵的 n 个奇异值的乘积等于所有特征值的乘积．

3. 设 n 阶方阵 A 和 A + In 的奇异值分解分别为 A = UΣV T, A + In = U(Σ + In)V
T．

证明 A 是对称矩阵．

4. 如果 n 阶方阵 A 的 n 个奇异值就是它的 n 个特征值，则 A 是对称矩阵．

证明: 1. 正确。若 A 是正交矩阵，那么 A = AInIn 就是 A 的奇异值分解，所以它的

n 个奇异值都是 1. 另一方面，若 A 的 n 个奇异值都是 1，那么 A 的奇异值分解为

A = UInV
T，所以 A 是正交矩阵。

2. 错误。例如 A =
[
−1
]
, A 的奇异值是 1，特征值是 −1.

3. 正确。A + In = U(Σ + In)V
T = UΣV T + UV T, 所以 UV T = In, 那么 U = V,A =

UΣUT. Σ 此时是对角矩阵，所以对称，那么 A 对称。

4. 设 A 的奇异值分解为 A = UΣV T, 则 AAT = UΣΣTUT, 所以

trace(AAT) = trace(ΣΣT) =
n∑
i=1

σ2i =
n∑
i=1

λ2i = trace(A2)

最后一个等号可由命题 5.4.6 得到。设 A =
[
aij

]
, 那么

trace(AAT) =
n∑
i=1

(AAT)ii =
n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij ; trace(A2) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijaji;

注意到

trace(A2) ≤ 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
a2ij + a2ji

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij

取等号当且仅当对任意 i, j, aij = aji; 所以 A = AT 是对称矩阵。

练习 6.3.11. 证明命题 6.3.15. 矩阵的 Frobenius 范数满足：

1. ‖A‖F ≥ 0, 且 ‖A‖F = 0 当且仅当 A = 0;

2. ‖kA‖F = |k| ‖A‖F ;
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3. ‖A+B‖F ≤ ‖A‖F + ‖B‖F ;

4. ‖AB‖F ≤ ‖A‖ ‖B‖F , ‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖;

5. 如果 U, V 正交，则
∥∥UAV T∥∥

F
= ‖A‖F .

证明: 1. 根据定义，若 A =
[
aij

]
, ‖A‖F =

∑
i,j

|aij |2
1/2

, 显然 ‖A‖F ≥ 0；‖A‖F = 0

当且仅当 |aij | = 0, ∀i, j, 即 A = 0.

2. ‖kA‖F =

∑
i,j

|kaij |2
1/2

= |k| ‖A‖F .

3. ‖A+B‖2F =

∑
i,j

|aij + bij |2
 =

∑
ij

a2ij + 2
∑
i,j

aijbij +
∑
i,j

b2ij , 而

(
‖A‖F + ‖B‖F

)2
=
∑
i,j

a2ij + 2

∑
i,j

a2ij

1/2∑
i,j

b2ij

1/2

+
∑
i,j

b2ij

所以 ‖A+B‖F ≤ ‖A‖F + ‖B‖F 当且仅当
∑
i,j

aijbij ≤

∑
i,j

a2ij

1/2∑
i,j

b2ij

1/2

, 而

这恰好就是 Cauchy-Schwartz 不等式。

4. 我们需要注意到，对列向量 v 我们 ‖v‖F = ‖v‖. 我们先证明 B = v 是个列向量的情

形。此时

‖Av‖F = ‖Av‖ ≤ ‖A‖ ‖v‖ = ‖A‖ ‖v‖F .

若 B =
[
v1 · · · vk

]
, 则 ‖B‖2F =

∑k
i=1 ‖vi‖

2
F （这是因为等式两边都是 B 中所有元

素的平方和）。那么

‖AB‖2F =
k∑
i=1

‖Avi‖2 ≤
k∑
i=1

‖A‖2 ‖vi‖2 = ‖A‖2
k∑
i=1

‖vi‖2 = ‖A‖2 ‖B‖2F .

开方即可。

另一方面，‖A‖F =
√

trace(ATA) =
√

trace(AAT) =
∥∥AT∥∥

F
; 又 A 和 AT 有相同的奇

异值，这就说明 ‖A‖ =
∥∥AT∥∥；所以

‖AB‖F =
∥∥BTAT∥∥

F
≤
∥∥BT

∥∥ ∥∥AT∥∥
F
= ‖B‖ ‖A‖F .

5. 若 U, V 正交，则 ∥∥UAV T∥∥
F

=
√

trace(V ATUTUAV T)

=
√

trace(V ATAV T)

=
√

trace(ATAV TV )

=
√

trace(ATA) = ‖A‖F

.
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练习 6.3.12. 证明命题 6.3.16：对任意矩阵 A，其 Frobenius 范数平方 ‖A‖2F 等于 A 的所有奇

异值的平方和，因此 ‖A‖F ≥ ‖A‖．

证明: 设 A 的奇异值分解为 A = UΣV T, 由上一题第 5 小题：

‖A‖2F = ‖Σ‖ = trace(ΣΣT) = σ21 + · · ·+ σ2r .

而 ‖A‖ = σ1, 所以 ‖A‖F ≥ ‖A‖.

练习 6.3.13 (樊畿迹定理). 对任意 n 阶对称矩阵 A ∈ Mn×n(R)，假设特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥
· · · ≥ λn，对应特征向量为 u1,u2, . . . ,un，则 max

n × m 矩阵 Q：
QTQ=I

trace(QTAQ) =
m∑
i=1

λi，且 Q =[
u1 u2 · · · um

]
时取得最大值．

证明: 令 PT =
[
u1 · · · un

]
,Λ = diag(λ1, · · · , λn), 那么 A = PTΛP . 另一方面，对 Q ∈

Mn×m(R), QTQ = Im 当且仅当 (PQ)T(PQ) = Im. 所以

max
n × m 矩阵 Q：

QTQ=I

trace(QTAQ) = max
n × m 矩阵 Q：

QTQ=I

trace
(
(PQ)TΛ(PQ)

)
= max

n × m 矩阵 Q：
QTQ=I

trace(QTΛQ)

对于 Q ∈Mn×m(R), QTQ = Im, 我们记 Q =
[
v1 · · · vm

]
, 那么

trace(QTΛQ) =

m∑
i=1

eT
i Q

TΛQei =

m∑
i=1

vT
i Λvi

令 vi =


x1i
...

xni

, 则
∑n

j=1 x
2
ji = 1. 另一方面，由于 Q 的列向量是两两正交的单位向量，所以我

们可以把 Q 的列向量扩张成 Rn 的一个标准正交基，这样我们往 Q 增加了一些列向量补成一

个正交矩阵，这说明 Q 的行向量的模长都小于等于 1，即对任意 1 ≤ j ≤ n, 都有
∑m

i=1 x
2
ji ≤ 1.

对任意 1 ≤ i ≤ m,

vT
i Λvi =

n∑
j=1

λjx
2
ji = λm +

n∑
j=1

(λj − λm)x
2
ji ≤ λm +

m∑
j=1

(λj − λm)x
2
ji

所以
m∑
i=1

λi −
m∑
i=1

vT
i Λvi ≥

m∑
i=1

(λi − λm)−
m∑
i=1

m∑
j=1

(λj − λm)x
2
ji

我们将上式最右端第一项改一下求和指标，并交换第二项的求和顺序：

m∑
i=1

(λi − λm)−
m∑
i=1

m∑
j=1

(λj − λm)x
2
ji =

m∑
j=1

(λj − λm)

(
1−

m∑
i=1

x2ji

)
≥ 0

所以
m∑
i=1

λi ≥
m∑
i=1

vT
i Λvi.

显然，当 Q =
[
u1 u2 · · · um

]
时可以取等号（注意：不是充要条件）。
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练习 6.3.14 (低秩逼近与数据拟合). 考虑平面上的点
[
0

0

]
,

[
1

8

]
,

[
3

8

]
,

[
4

20

]
．现在想找到一条直

线，使得点到直线距离的平方和最小．令 A =

[
0 1 3 4

0 8 8 20

]
．

1. 找到函数 f(a, b, c)，使得 f(a, b, c) 就是每个点到直线 ax+ by+ c = 0 的距离的平方和．

2. 假设 a, b 已知，用导数证明此时最好的 c 是 −
[
a b

] [x0
y0

]
，这里 x0, y0 代表四个点的

x 坐标平均值和 y 坐标平均值．

附注. 这意味着欲求直线应为 a(x− x0) + b(y − y0) + c = 0．

3. 对 A 进行 “中心化”，即对每一行所有元素减去该行的平均值，得到 B．此时对 B 的

列对应的四个点来说，最佳直线为何应该经过原点？A,B 对应的最佳直线为何一定平

行？

4. 计算 B 的最佳秩 1 逼近．

5. 计算欲求直线．

6. 思考：如果考虑的不是平面上的点，而是 n 维空间中的点，问题如何处理？

证明: 1. 点 (x0, y0) 到直线 ax+ by + c = 0 的距离为
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
, 所以

f(a, b, c) =
1

a2 + b2
(
c2 + (a+ 8b+ c)2 + (3a+ 8b+ c)2 + (4a+ 20b+ c)2

)
2. a, b 已知，那么要求 c 的话，考虑

∂f

∂c
=

2

a2 + b2
(4c+ (a+ 8b+ 3a+ 8b+ 4a+ 20b)),

利用导数考虑函数的极值点和单调性可知 c = −
[
a b

] [x0
y0

]
.

3. 从 A 变到 B 是对给定的四个点同时平移了一个固定的向量，所以最佳直线自然也平

移同一个固定的向量。对于 B 而言，此时四个点的 x, y 的坐标的平均值都是 0，利用

上一小题知最佳直线经过原点。

4. B =

[
−2 −1 1 2

−9 −1 −1 11

]
, B 的奇异值分解数字过于离谱，省略。由奇异值分解可得 B

的最佳秩 1 逼近。

5. 所求直线是由 B 的最大奇异值对应的左奇异向量张成的直线。

练习 6.3.15. 考虑子空间 M,N，其对应的正交投影矩阵为 P,Q．我们想要研究矩阵

H = P (P +Q)+Q+Q(P +Q)+P.

1. 计算 (P +Q)(P +Q)+ 的列空间和零空间，该矩阵是否为一个正交投影矩阵？

2. 计算 (P +Q)+(P +Q) 的列空间和零空间，该矩阵是否为一个正交投影矩阵？和前一

矩阵有何关联？

3. 证明 Q(P +Q)+(P +Q) = Q，(P +Q)(P +Q)+Q = Q．

4. 证明 H = 2P (P +Q)+Q = 2Q(P +Q)+P．
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5. 假设 T 是 M ∩N 上的正交投影矩阵，证明 HP = HQ = HT = H．

6. 证明 HT = T．

注意 PT = QT = T，再利用第 1 条，可得 H = HT = T，由此即得 M ∩ N 的正交投影矩阵

的表达式．

证明: 令 A = P +Q, V = M ∩N.

1. AA+ 是 R(A) 上的正交投影的表示矩阵，它的列空间是 R(A) = R(P + Q),N(A) =

N(P +Q). 令 x ∈ N(P +Q),则 Px = −Qx, Px ∈ M, Qx ∈ N,所以 Px = −Qx ∈ V ,
那么两边左乘 T 就有 Tx = −Tx,所以 Tx = 0. 因为 Px ∈ V , Px = TPx = Tx = 0,
所以 Px = Qx = 0,即 x ∈ N(P )∩N(Q) = M⊥∩N⊥ = (M+N)⊥,这说明 N(P+Q) ⊆
(M+N)⊥. 另一个方向的包含关系是显然的，所以 N(P +Q) = (M+N)⊥. 进一步地，
R(P +Q) = M+N.

2. A+A 是 R(AT) 上的正交投影的表示矩阵；注意到 AT = (P + Q)T = PT + QT =

P +Q = A, 因此 A+A = AA+，所以它们的行空间列空间都相等。

3. 因为 Q,A+A = AA+ 分别是子空间 N,M + N 对应的正交投影矩阵，因此 Q(P +

Q)+(P +Q) = Q，(P +Q)(P +Q)+Q = Q。同理我们还有 P (P +Q)+(P +Q) = P，

(P +Q)(P +Q)+P = P .

4. 一方面，Q = Q(P + Q)+(P + Q) = Q(P + Q)+P + Q(P + Q)+Q, 另一方面，Q =

(P +Q)(P +Q)+Q = P (P +Q)+Q+Q(P +Q)+Q, 那么我们有

P (P +Q)+Q = Q(P +Q)+P.

剩下的是明显的。

5. • HP = 2Q(P +Q)+PP = 2Q(P +Q)+P = H,

• HQ = 2P (P +Q)+QQ = 2P (P +Q)+Q = H,

• 令 B = (I − P ) + (I −Q) = 2I − P −Q, 那么

T = PM∩N = I − P(M∩N)⊥ = I − PM⊥+N⊥ = I −BB+

那么

HT = H −HB = H − (2H −HP −HQ)B+ = H.

6. 对任意 x ∈ (M ∩ N)⊥ = N(T ), HTx = 0 = Tx; 对任意 x ∈ M ∩ N, Px = Qx =

(P +Q)(P +Q)+ = Tx = x

HTx = Hx = P (P +Q)+Qx+Q(P +Q)+Px

= P (P +Q)+x+Q(P +Q)+x

= (P +Q)(P +Q)+x = x

由正交投影的含义知 HT = T
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第七章 线性空间和线性映射

7.1 线 性 空 间

练习 7.1.1. 在所有正实数构成的集合 R+ 上，定义加法和数乘运算：

a⊕ b := ab, k � a := ak, ∀a, b ∈ R+, k ∈ R.

判断 R+ 对这两个运算是否构成 R 上的线性空间．

证明: 我们需要验证这两个运算是否符合线性空间的八条运算法则。

1. 加法结合律，即要验证 (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c). 事实上，

(a⊕ b)⊕ c = (ab)⊕ c = abc, a⊕ (b⊕ c) = a⊕ (bc) = abc.

2. 加法交换律，即要验证 a⊕ b = b⊕ a. 事实上

a⊕ b = ab = ba = b⊕ a.

3. 零元素，即存在元素 0, 对任意 a ∈ R+, 0⊕ a = a. 事实上，我们取 0 = 1.

4. 负元素。需要注意的是，我们的零元素 0 它不是 0, 而是 1, 所以对任意 a ∈ R+, 我们
需要证明存在 b 使得 a⊕ b = 0 = 1. 那么显然，我们取 b = a−1.

5. 单位数。单位数是系数域中的元素，不是线性空间中的元素。因为 1� a = a1 = a, 所
以 1 是单位数。

6. 数乘结合律，即要验证对任意 a ∈ R+, k, l ∈ R, 有 (kl)� a = k � (l � a). 事实上：

k � (l � a) = k � (al) = (al)k = akl = (kl)� a.

7. 数乘对数的分配律：即要验证对任意 a ∈ R+, k, l ∈ R,都有 (k+l)�a = (k�a)⊕(l�a).
事实上，

(k + l)� a = ak+1 = akal = (ak)⊕ (al) = (k · a)⊕ (l � a).

8. 数乘对向量的分配律：即要验证对任意 a, b ∈ R+, k ∈ R, 都有 k � (a⊕ b) = (k � a)⊕
(k � b). 事实上，

k � (a⊕ b) = (a⊕ b)k = (ab)k = akbk = (ak)⊕ (bk) = (k · a)⊕ (k � b).
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练习 7.1.2. 令 ω =
−1 +

√
3i

2
，Q[ω] = {a+ bω | a, b ∈ Q}．

1. 证明 Q[ω] 关于数的加法和数乘构成 Q 上的一个线性空间．

2. 证明子集 Q 和 M = {bω | b ∈ Q} 都是 Q[ω] 的子空间．并求二者的交与和．

3. 判断 Q[ω] 是否为数域．

证明: 1. 要验证 Q[ω] 是线性空间，也就是要验证它满足线性空间的八条运算法则。按照

固定步骤取验证即可，这是容易的，我们略过。

2. 我们只需要验证 Q 和 M 对以 Q 为系数的线性组合封闭，这也是容易的，略去。考虑
z ∈ Q ∩M, 那么存在 b ∈ Q 使得 z = bω = − b

2 + b
√
3

2 i, 那么 z ∈ Q 就推出 b = 0，所

以 Q ∩M = {0}. 按照定义，Q+M = Q[ω].

3. 我们这里需要说明一下，考虑 Q[ω] 是否是 Q 上的线性空间和是否是数域这两者之间
的异同。其中一个差异就是前者我们考虑的乘法是 Q 和 Q[ω] 的乘法，而后者我们考

虑的是 Q[ω] 自身元素的乘法。

首先，我们需要说明 Q[ω] 对加法和乘法封闭；对加法封闭是显然的，对乘法封闭我们

需要注意到：ω2 + ω + 1 = 0, 那么 (a + bω)(c + dω) = (ac − bd) + (ad + dc − bd)ω.
我们还需要说明：若 a + bω 6= 0（这等价于说 a, b 不全为零）, 则存在 c + dω 使得

(a+bω)(c+dω) = 1.事实上，考虑 ω̄ =
−1−

√
3i

2
= 1−ω ∈ Q[ω],那么 a+bω̄ ∈ Q[ω],

且 (a+ bω)(a+ bω̄) = a2 − ab+ b2。因为 a, b 不全为零，所以 a2 − ab+ b2 6= 0, 那么
我们令 c+ dω =

a+ bω̄

a2 − ab+ b2
即可。

练习 7.1.3. 把复数域 C 看作有理数域 Q 上的线性空间，子集 R 是否为子空间？

证明: 是子空间。我们只需要说明，子集 R 对以 Q 为系数的线性组合是封闭的，即：∀x,y ∈
R, a, b ∈ Q, 都有 ax+ by ∈ R；这一点是明显的。

练习 7.1.4. 设 Q[i] = {a+ bi | a, b ∈ Q}．

1. 证明 Q[i] 关于数的加法和数乘构成 Q 上的一个线性空间．

2. 证明 Q[i] 是数域．

3. 把复数域 C 看作数域 Q[i] 上的线性空间，子集 R 是否为子空间？

证明: 1. 要验证 Q[i] 是线性空间，也就是要验证它满足线性空间的八条运算法则。按照

固定步骤取验证即可，这是容易的，我们略过。

2. 和 Q[ω] 的情形类似，我们要验证：Q[i] 对乘法封闭，并且非零元都有乘法逆元。首先，

因为 i2 = −1, 则 (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i ∈ Q[i]，所以 Q[i] 对乘法封

闭. 其次，a+ bi 6= 0，则 a, b 不全为零，并且 (a+ bi) · a− bi

a2 + b2
= 1，所以 Q[i] 中非

零元都有乘法逆元。

3. 由于子集 R 对 Q[i] 上的数乘不封闭，因此不是线性子空间。
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练习 7.1.5. 设 V 是以 0 为极限的实数序列全体：V =
{
{an}

∣∣∣ lim
n→∞

an = 0
}
．定义加法和数乘分

别为

{an}+ {bn} = {an + bn}; k{an} = {kan}, k ∈ R.

证明 V 是 R 上的线性空间。

证明: 首先，V 对加法和数乘都是封闭的。那么验证 V 满足线性空间的八条运算法则即可。

1. 加法结合律，即要验证 ({an}+ {bn}) + {cn} = {an}+ ({bn}+ {cn}). 事实上，上式左
右两边都等于 {an + bn + cn}.

2. 加法交换律，即要验证 a⊕ b = b⊕ a. 事实上，上式左右两边都等于 {an + bn}.

3. 零元素，即存在元素 0, 对任意 a ∈ R+, 0⊕ a = a. 事实上，我们取 0 是所有项都等于

0 的序列。

4. 负元素。−{an} = {−an}.

5. 单位数。因为 1{an} = {an}, 所以 1 是单位数。

6. 数乘结合律，即要验证对任意 {an} ∈ V, k, l ∈ R, 有 (kl){an} = k(l{an}). 事实上，上
式左右两边都等于 {klan}.

7. 数乘对数的分配律：即要验证对任意 {an} ∈ V, k, l ∈ R, 都有 (k+ l){an} = (k{an}) +
(l{an}). 事实上，上式左右两边都等于 {kan + lan}.

8. 数乘对向量的分配律：即要验证对任意 {an}, {bn} ∈ V, k ∈ R, 都有 k({an}+ {bn}) =
(k{an}) + (k{bn}). 事实上，上式左右两边都等于 {kan + kbn}.

练习 7.1.6. 考虑 R3 中的平面 S =



x

y

z


∣∣∣∣∣∣∣∣ x+ y − z = 1

．对于平面上的任意两点

x1

y1

z1

 ,

x2

y2

z2


和实数 k，定义加法和数乘分别为

x1

y1

z1

⊕


x2

y2

z2

 =


x1 + x2 − 1

y1 + y2

z1 + z2

 ; k ⊗


x

y

z

 =


kx+ 1− k

ky

kz

 , k ∈ R.

1. 证明 S 是 R 上线性空间．

2. 求单射 f : S → R3，使得 f(v ⊕w) = f(v) + f(w)，且 f(k ⊗ v) = kf(v)．

可以看到，尽管这个平面不经过原点，但不妨在平面上任取一点 “装作” 原点，则任意取法都会
产生一个线性空间，且不同取法对应不同的线性空间．

证明: 1. 我们首先要说明，S 对加法和数乘封闭。对平面上任意两点


x1

y1

z1

 ,

x2

y2

z2

 和实数
k, 我们有

(x1 + x2 − 1) + (y1 + y2)− (z1 + z2) = (x1 + y1 − z1) + (x2 + y2 − z2)− 1 = 1

(kx+ 1− k) + ky − kz = k(x+ y − z) + (1− k) = 1
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这就说明了 S 对加法和数乘封闭。下面，我们需要验证它满足线性空间的八条运算法

则。

• 加法结合律，即要验证



x1

y1

z1

⊕


x2

y2

z2


⊕


x3

y3

z3

 =


x1

y1

z1

⊕


x2

y2

z2

⊕


x3

y3

z3


.

事实上，

x1

y1

z1

⊕


x2

y2

z2


⊕


x3

y3

z3

 =


x1 + x2 − 1

y1 + y2

z1 + z2

+

x3

y3

z3

 =


(x1 + x2 − 1) + x3 − 1

(y1 + y2) + y3

(z1 + z2) + z3


类似地计算等式另外一边，就可以得到它们相等。

• 加法交换律，即要验证


x1

y1

z1

⊕


x2

y2

z2

 =


x2

y2

z2

⊕


x1

y1

z1

. 事实上，上式左右两

边都等于


x1 + x2 − 1

y1 + y2

z1 + z2

.

• 零元素，即存在元素 0, 对任意 v =


x

y

z

 ∈ S, 0⊕ v = v. 事实上，0 =


1

0

0

.

• 负元素。−


x

y

z

 =


2− x

−y
−z

.

• 单位数。因为 1⊗


x

y

z

 =


x+ 1− 1

1y

1z

 =


x

y

z

, 所以 1 是单位数。

• 数乘结合律，即要验证对任意 v =


x

y

z

 ∈ S, k, ℓ ∈ R,有 (kℓ)⊗v = k⊗(ℓ⊗v).

k⊗(ℓ⊗v) = k⊗


ℓx+ 1− ℓ

ℓy

ℓz

 =


k(ℓx+ 1− ℓ) + 1− k

k(ℓy)

k(ℓz)

 =


kℓx+ 1− kℓ

kℓy

kℓz

 = (kℓ)⊗


x

y

z



• 数乘对数的分配律：即要验证对任意 v =


x

y

z

 ∈ S, k, ℓ ∈ R,都有 (k+ℓ)⊗v =
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(k ⊗ v)⊕ (ℓ⊗ v). 事实上，

(k ⊗ v)⊕ (ℓ⊗ v) =


kx+ 1− k

ky

kz

⊕


ℓx+ 1− ℓ

ℓy

ℓz


=


(kx+ 1− k) + (ℓx+ 1− ℓ)− 1

ky + ℓy

kz + ℓz


=


(k + ℓ)x+ 1− (k + ℓ)

(k + ℓ)y

(k + ℓ)z


= (k + ℓ)⊗ v

• 数乘对向量的分配律：即要验证对任意 v =


x1

y1

z1

 ,w =


x2

y2

z2

 , k ∈ R, 都有

k ⊗ (v +w) = (k ⊗ v)⊕ (k ⊗w).

(k⊗v)⊕(k⊗w) =


kx1 + 1− k

ky1

kz1

⊕

kx2 + 1− k

ky2

kz2

 =


k(x1 + x2) + 1− 2k

k(y1 + y2)

k(z1 + z2)


而

k ⊗ (v +w) = k ⊗


x1 + x2 − 1

y1 + y2

z1 + z2

 =


k(x1 + x2 − 1) + 1− k

k(y1 + y2)

k(z1 + z2)


因此两者相等。

练习 7.1.7. 对 n 阶方阵 A，令 P (A) = {f(A) | f(x) ∈ F[x]}．证明 P (A) 关于矩阵的加法和数

乘构成 F 上的线性空间．

证明: 这实际上是要证明 P (A) 是 Mn×n(R) 的子空间；等价于证明：∀X,Y ∈ P (A), a, b ∈
R, aX + bY ∈ P (A).

X,Y ∈ P (A), 则存在 f(x), g(x) ∈ F[x] 使得 X = f(A), Y = g(A), 那么令 h(x) = af(x) +

bg(x), 则 aX + bY = h(A) ∈ P (A).

练习 7.1.8. 证明加法交换律在线性空间的定义中冗余，即由其他七条运算法则可以推出加法交
换律．

证明: 对任意 a, b ∈ V, 根据第 7 条和第 8 条，我们有

(a+ b) + (a+ b) = 2(a+ b) = 2a+ 2b
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根据第 4 条，上式左边加 −a，右边加 −b，再根据第 1 条和第 8 条，就有

b+ a = −a+ (a+ b) + (a+ b) + (−b) = (−a) + 2a+ 2b+ (−b) = a+ b.

练习 7.1.9. 对 n 阶方阵 A，令 Com(A) = {n 阶方阵 B |AB = BA}．

1. 证明，Com(A) 是 Fn×n 的子空间．

2. 证明，对任意 B,C ∈ Com(A)，都有 BC ∈ Com(A)；由此证明对任意多项式 f(x)，

都有 f(A) ∈ Com(A)．

证明: 1. 我们只需要证明：对任意 B,C ∈ Com(A), x, y ∈ F, 都有 xB + yC ∈ Com(A).
这是因为：

A(xB + yC) = xAB + yAC = xBA+ yCA = (xB + yC)A.

2. 若 B,C ∈ Com(A), 则 A(BC) = (AB)C = (BA)C = B(AC) = (BC)A, 所以 BC ∈
Com(A). 那么对任意 A, 显然 A ∈ Com(A), 则对任意 a ∈ F, n ≥ 0 都有 aAn ∈
Com(A); 那么再由第 1 小题知，任意 A 的单项式的线性组合都在 Com(A) 中，因此

f(A) ∈ Com(A).

练习 7.1.10. 考虑矩阵空间 Fn×n 的分别满足以下条件的矩阵 A 的全体，判断是否为子空间．

A 可逆．1. A 不可逆．2. A2 = 0．3. AAT = I．4.
R(A) = M，其中 M 是 Fn 的给定子空间．5. N(A) = M，其中 M 是 Fn 的给定子空间．6.

存在矩阵 B,C，使得 A =

[
C −B
B C

]
．7.

证明: 1. 不是子空间，不包含零元素，对于加法也不封闭。

2. 不是子空间，对加法不封闭，例如

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
都不可逆，但是它们的和

[
1 0

0 1

]
可

逆。

3. 不是子空间，对加法不封闭，例如

[
0 1

0 0

]
,

[
0 0

1 0

]
的平凡都是零矩阵，但是它们的和[

0 1

1 0

]
是可逆矩阵，不可能幂零。

4. 不是子空间，不包含零元素。

5. 只有 M = {0} 时，才是子空间。因为若不然，不包含零元素。

6. 只有 M = Fn 时，才是子空间。若不然，不包含零元素。

7. 是子空间。直接做矩阵运算可以验证这个空间对线性组合封闭。
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练习 7.1.11. 考虑多项式空间 R[x] 的分别满足以下条件的多项式 p 的全体，判断是否为子空间．

p(2) = 0．1. p(2) = 1．2. p′(2) = 0．3. p 的次数是奇数．4.
p 的根都是实数．5.

证明: 1. 是子空间。可以直接验证其对线性组合封闭。

2. 不是子空间，不包含零元素。

3. 是子空间。(ap(x) + bq(x))′ = ap′(x) + bq′(x), 所以对线性组合封闭。

4. 不是子空间。例如：x3 + x2,−x3 都是次数是奇数的多项式，但是它们的和是 x2，是

偶数次的，因此对线性组合不封闭。

5. 不是子空间。例如：x2, x+ 1 的根都是实数，但是它们的和 x2 + x+ 1 没有实数根。

练习 7.1.12. 设 M1 = Span(a1,a2),M2 = Span(b1, b2)，其中

a1 =


1

−1

0

1

 , a2 =


−2

3

1

−3

 , b1 =


1

2

0

−2

 , b2 =


1

3

1

−3

 .

分别求 M1 +M2,M1 ∩M2 的一组基和维数．

证明: 由于 M1 + M2 = Span(a1,a2, b1, b2)，那么我们只要求向量组 a1,a2, b1, b2 的一个极大

线性无关组即可。基本方法还是把它们排成一个矩阵，作初等行变换，求出主元所在列。

我们对矩阵 A =
[
a1 a2 b1 b2

]
=


1 −2 1 1

−1 3 2 3

0 1 0 1

1 −3 −2 −3

 做初等行变换得行简化阶梯形
矩阵为 

1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0


主元列是第 1,2,3 列，所以 a1,a2, b1 就构成了 M1 +M2 的一组基。

另一方面，根据维数公式

dim(M1 +M2) + dim(M1 ∩M2) = dim(M1) + dim(M2)

知 dim(M1 ∩ M2) = 1. 方程组 Ax = 0 的一组基为


−2

−1

−1

1

, 即 −2a1 − a2 − a3 + a4 = 0，则

252



2a1 + a2 = −a3 + a4 =


0

1

1

−1

 ∈ M ∩N 是一组基。

练习 7.1.13. 设 Fn×n0 是矩阵空间 Fn×n 中所有迹为零的矩阵构成的子集．

1. 证明 Fn×n0 是 Fn×n 的子空间．

2. 求子空间 Fn×n0 和 Span(In) := {kIn | k ∈ F} 的交与和．

证明: 1. 对于 A,B ∈ Fn×n0 , a, b ∈ F, 那么

trace(aA+ bB) = atrace(A) + btrace(B) = 0

所以 Fn×n0 在线性组合之下封闭，因此是子空间。

2. 设 kIn ∈ Fn×n0 ，那么 trace(kIn) = 0, 即 nk = 0, 所以 k = 0, 这就说明 Fn×n0 ∩
Span(In) = {0}.
另外一方面，对任意 A ∈ Fn×n, 令 A0 = A − trace(A)

n In, 那么 trace(A0) = 0, 且
A = A0 +

trace(A)
n In. 因此 Fn×n0 + Span(In) = Fn×n.

练习 7.1.14. 考虑函数空间 C(R) 的如下子集：

V =
{
f
∣∣ f ′′ + 3f ′ + 2f = 0

}
, M =

{
f
∣∣ f ′ + 2f = 0

}
, N =

{
f
∣∣ f ′ + f = 0

}
.

1. 证明 V,M,N 都是 C(R) 的子空间，且 M,N 是 V 的子空间．

2. 描述 M,N 中的所有元素，并证明 M ∩N = {0}．

3. 对任意 f ∈ V，证明 f ′ + f ∈ M, f ′ + 2f ∈ N．

4. 证明 M⊕N = V．

5. 设 f ∈ V，且满足 f(0) = 1, f ′(0) = 2，求 f．

证明: 1. 我们只需验证 V,M,N 在线性组合之下都封闭，而这一点由求导的线性性保证，

我们略过。对任意 f ∈ M, f ′+2f = 0,求导有 f ′′+2f ′ = 0,相加就有 f ′′+3f ′+2f = 0,
所以 f ∈ V, 这就有 M ⊆ V. 同理可得 N ⊆ V.

2. M = Span(e−2x),N = Span(e−x), 显然 M ∩N = {0}.

3. 对 f ∈ V, 令 g = f ′ + f , 那么 g′ = f ′′ + f ′, 那么 g′ + 2g = f ′′ + f ′ + 2(f ′ + f) =

f ′′ + 3f ′ + 2f = 0, 即 g ∈ M. 同理可证 f ′ + 2f ∈ N.

4. 对任意 f ∈ V, f = (−(f ′ + f)) + (f ′ +2f) ∈ M+N, 再结合第 2 小题就有 M⊕N = V

5. 由题意，f ′ + f = c1e
−2x, f ′ + 2f = c2e

−x. 代入初值有 c1 = 3, c2 = 4, 所以 f =

4e−x − 3e−2x
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7.2 基 和 维 数

练习 7.2.1. 把数域 F 看作自身上的线性空间，求它的一组基和维数．

证明: 1 是一组基，维数是 1.

练习 7.2.2. 求练习 7.1.17.1.1中线性空间 R+ 的一组基和维数．

证明: 因为任意 a ∈ R+, 我们都有 a = ln(a)⊗ e, 因此维数是 1, e 是一组基。

练习 7.2.3. 在练习 7.1.27.1.2中的线性空间 Q[ω] = {a+ bω | a, b ∈ Q} 内：

1. 求下列向量组的秩：S1 :
1

2
, 3,−7，S2 : 1, ω, ω2, ω3，S3 : ω, ω,

√
3i．

2. 求 Q[ω] 的一组基和维数．

证明: 我们需要强调的是系数域是 Q.

1. rank(S1) = 1, rank(S2) = 2, rank(S3) = 2.

2. 它的一组基是 1, ω, 维数是 2.

练习 7.2.4. 判断练习 7.1.57.1.5中线性空间的维数是否有限．

证明: 维数不有限。对任意 k ≥ 1, 我们定义序列 Ak = (a1,k, a2,k, a3,k, · · · , ) 满足

a1,k = · · · = ak,k = 1, ak+1,k = ak+2,k = · · · = 0

显然所有的 Ak 都属于 V, 但是它们并不线性相关。

练习 7.2.5. 判断 R 上的线性空间 C[−π, π] 内的下列向量组是否线性相关，并求其秩：

cos2 x, sin2 x．1. cos2 x, sin2 x, 1．2. cos 2x, sin 2x．3.
1, sinx, sin 2x, . . . , sinnx．4. 1, sinx, sin2 x, . . . , sinn x．5.

证明: 1. 设 t1 cos2 x+ t2 sin2 x = 0; 取 x = 0 则推出 t1 = 0，取 x = π
2 则推出 t2 = 0, 所

以 cos2 x, sin2 x 线性无关，秩是 2.

2. 线性相关，因为 cosx+ sin2 x − 1 = 0. 那么秩小于等于 2，再由第 1 小题知秩大于等

于 2，所以秩就是 2.

3. 设 t1 cos 2x+ t2 sin 2x = 0, 取 x = 0 则推出 t1 = 0，再取 x = π
4 则推出 t2 = 0，所以

秩是 2.

4. 设 t0 + t1 sinx + t2 sin 2x + · · · + tn sinnx = 0, 取 x = 0 则推出 t0 = 0. 于是
t1 sinx+ t2 sin 2x+ · · ·+ tn sinnx = 0. 我们对此求两次导数即有：

(−1)t1 sinx+ (−2)t2 sin 2x+ · · ·+ (−n)tn sinnx = 0

再求 2 次，4 次，6 次... 导数，可得
1 1 · · · 1

−1 −2 · · · −n
...

...

(−1)n−1 (−2)n−1 · · · (−n)n−1




t1 sinx
t2 sin 2x

...

tn sinnx

 = 0
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系数矩阵是 Vondermonde 矩阵，可逆，等式两边左乘以矩阵的逆可得

t1 sinx = t2 sin 2x = · · · = tn sinnx = 0,

故 t1 = · · · = tn = 0，所以 1, sinx, sin 2x, . . . , sinnx 线性无关，秩为 n+ 1.

5. 设 t0 + t1 sinx+ t2 sin2 x+ · · ·+ tn sinn x = 0, 取 x = 0 则推出 t0 = 0; 然后我们分别
取 sinx = 1, 12 ,

1
3 , · · · ,

1
n , 则我们有

1 1 · · · 1
1
2

1
22

· · · 1
2n

...
...

1
n

1
n2 · · · 1

nn




t1

t2
...

tn

 = 0

系数矩阵是 diag(1, 1/2, · · · , 1/n) 和 Vondermonde 矩阵的乘积，所以可逆，因此 t1 =

· · · = tn = 0, 故 1, sinx, sin2 x, . . . , sinn x 线性无关，秩为 n+ 1.

练习 7.2.6. 考虑练习 7.1.97.1.9中的线性空间 Com(A)，对下列 A 求 Com(A) 的一组基．


0 1 0

0 0 1

0 0 0

．1.


1 1 0

0 1 1

0 0 1

．2.


0 1

. . .
. . .

0 1

0


n×n

．3.

diag(ai)，其中 ai 各不相

同．

4. diag(ai)．5.

证明: 1. A = J3(0), 直接进行矩阵运算可得 Com(A) 的一组基是 I3, J3(0), J3(0)
2.

2. A = I3 + J3(0), 那么 Com(A) = Com(J3(0)), 所以它的一组基是 I3, J3(0), J3(0)
2.

3. 还是直接进行矩阵运算，不过就是复杂一点。A = Jn(0), 设 B =
[
bij

]
∈ Com(A), 那

么 AB 是把去掉 B 的第一行，把下面的行往上移一行，最后一行是零行；同样地通过

列来考虑 BA。那么比较 AB = BA 的每一个分量，就可以得到 B 是上三角矩阵，且

对角线方向上的同一条线上的元素都相等，所以 Com(A) 的一组基是

In, Jn(0), Jn(0)
2, · · · , Jn(0)n−1.

4. 设 B =
[
bij

]
∈ Com(A), AB =

[
aibij

]
, BA =

[
ajbij

]
; 比较 AB = BA 的每一个分量

就知道 B 是对角矩阵，所以 Com(A) 的一组基是 {Eii : 1 ≤ i ≤ n}, 其中 Eii 是第 i

个对角线为 1, 其他所有对角线都为零的矩阵。

5. 我们写出 Com(A); 而去描述它的一组基，语言叙述稍微麻烦一些，我们略过。假设
a1, · · · , ar 是对角线上互不相同的元素，且分别出现了 n1, · · · , nr 次，那么存在置换
矩阵 P 使得 Ã := PAP = diag(a1In1 , · · · , arInr). 那么 B ∈ Com(A) 当且仅当

PBP ∈ Com(Ã). 我们利用分块矩阵乘法可得 Com(Ã) = diag(X1, · · · , Xr)，其中

Xi ∈Mni×ni(F). 那么 Com(A) = Pdiag(X1, · · · , Xr)P，其中 Xi ∈Mni×ni(F)
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练习 7.2.7. 给定 F 中两两不等的数 a1, a2, . . . , an．

1. 在线性空间 F[x]n 中，令

fi(x) = (x− a1) · · · ̂(x− ai) · · · (x− an), i = 1, 2, . . . , n,

其中 ̂(x− ai) 表示不含该项．证明，f1(x), f2(x), . . . , fn(x) 是 F[x]n 的一组基．

2. 设 b1, b2, . . . , bn 是 F中任意 n个数，找出 f(x) ∈ F[x]n，使得 f(ai) = bi, i = 1, 2, . . . , n．

证明:

设 t1f1(x) + t2f2(x) + · · · + tnfn(x) = 0, 取 x = ai，因为 fi(ai) 6= 0, fj(ai) = 0(∀j 6= i), 则
ti = 0, 因此 f1(x), · · · , fn(x) 线性无关。另外一方面，显然 1, x, · · · , xn−1 是 F[x]n 的一组基，
所以 dimF F[x]n = n。那么 f1(x), · · · , fn(x) 也是 F[x]n 的一组基。

我们可以思考这个问题：如果我们能找到 gi(x) 使得 gi(ai) = 1, gi(aj) = 0(∀j 6= i), 那么我们令
f(x) = b1g1(x) + · · ·+ bngn(x) 即可。按照这个思路，答案就明显了：

f(x) =

n∑
i=1

bi
fi(ai)

fi(x).

练习 7.2.8. 证明，n 维线性空间中任意多于 n 个的向量都线性相关．

证明: 取该线性空间的一组基 v1, · · · ,vn, 设 m > n 且 w1, · · · ,wm 是 m 个向量，那么存在

w1 = a11v1 + a21v2 + · · ·+ an1vn

w2 = a12v1 + a22v2 + · · ·+ an2vn
...

...

wm = a1mv1 + a2mv2 + · · ·+ anmvn

令 A =
[
aij

]
∈Mn×m, 因为 m > n, 那么 Ax = 0 存在非零解 x =


x1
...

xm

, 于是 x1w1 + x2w2 +

· · ·+ xmwm = 0, 即 w1, · · · ,wm 线性相关。

练习 7.2.9. 考虑练习 7.1.77.1.7中的线性空间 P (A)．

1. 判断其维数是否有限．

2. 证明存在次数不大于 n2 的多项式 f(x) ∈ F[x]，使得 f(A) = 0．

3. 令 A = diag(1, ω, ω2)，其中 ω =
−1 +

√
3i

2
，求 P (A) 的维数和一组基．

证明: 1. 维数有限，因为它是 Mn×n(F) 的子空间。

2. 考虑 In, A, · · · , An
2
一共是 n2 + 1 个向量，Mn×n(F) 维数是 n2, 所以这 n2 + 1 个向

量线性相关，即存在不全为零的 a0, a1, · · · , an2 使得 a0In + a1A + · · · + an2An
2
= 0.

取 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an2xn
2
即可。
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3. P (A) = Span(Ak : k ≥ 0). 注意到 Ak+3 = Ak, 所以 P (A) = Span(I3, A,A2). 而
I3, A,A

2 线性无关，所以它们是 P (A) 的一组基，P (A) 的维数是 3.

练习 7.2.10. 证明连续函数空间的子集 V := {f(x) = k0 + k1 cosx+ k2 cos 2x | f(0) = 0} 是一
个子空间，并求一组基．

证明: 我们验证 V 在线性组合之下封闭。设 f1(x) = k0 + k1 cosx + k2 cos 2x, f2(x) = k′0 +

k′1 cosx+ k′2 cos 2x 都属于 V，a, b ∈ R, f = af1(x) + bf2(x), 那么

f(x) = (ak0 + bk′0) + (ak1 + bk′1) cosx+ (ak2 + bk′2) cos 2x,

且 f(0) = af1(0) + bf2(0) = 0, 所以 f(0) = 0.
对 f(x) = k0 + k1 cosx + k2 cos 2x ∈ V , f(0) = 0 等价于 k0 + k1 + k2 = 0, 所以 f(x) =

k1(cosx− 1) + k2(cos 2x− 1), 所以 V = Span(cosx− 1, cos 2x− 1), 即 cosx− 1, cos 2x− 1 是

V 的一组生成元集；我们还需要说明它们线性无关：设 k1(cosx− 1) + k2(cos 2x− 1) = 0, 分别
取 x = π

2 , π 可得

−k1 − 2k2 = 0,−2k1 = 0

因此 k1 = k2 = 0, 这说明 cosx− 1, cos 2x− 1 线性无关，从而他们是 V 的一组基。

练习 7.2.11. 设 M1,M2 是 Rn 的两个子空间，且 M1 ⊆ M2．证明，如果 dimM1 = dimM2，

则 M1 = M2．

证明: dimM1 = dimM2 说明 M1 的基也是 M2 的基，所以若 x1, · · · ,xn 是 M1 的基，那么

M = Span(x1, · · · ,xn) = M1.

练习 7.2.12. 设 M 是 Rn 的子空间，M⊥ 是其正交补空间，证明，Rn = M⊕M⊥．

证明: 我们取 M 的一组基 v1, · · · ,vr, 那么 x ∈ M⊥ 当且仅当 vT
i x = 0, 即 x 是方程组

vT
1

...

vT
r

x = 0 的解，这说明 M⊥ = N(A), 其中 A =


vT
1

...

vT
r

, 根据维数公式 dimM⊥ = n− r.

另一方面，若 xM∩M⊥,则 xTx = 0,则 x = 0,所以M和M⊥ 是直和。因为M⊕M⊥ ⊆ Rn,
且 dimM⊕M⊥ = dimM+ dimM⊥ = n = dimRn, 所以 M⊕M⊥ = Rn.

练习 7.2.13. 证明，练习 7.1.137.1.13中的 Fn×n = Fn×n0 ⊕ Span In，并求 dimFn×n0 ．

证明: 练习 7.1.137.1.13等价于在证明 Fn×n = Fn×n0 ⊕ Span In, 我们不再重复。
dimFn×n0 = dimFn×n − dim Span(In) = n2 − 1.

7.3 线 性 映 射

练习 7.3.1. 证明命题 7.3.4：集合 Hom(U,V) 关于加法和数乘两种运算构成线性空间。

证明: 我们需要说明的是，两个映射相等等价于说它们在每个点的取值都相等。
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1. 加法结合律，即要验证 (f + g) + h = f + (g + h). 对任意 u ∈ U, ((f + g) + h)(u) =

(f + g)(u) + h(u) = f(u) + g(u) + h(u), (f + (g + h))(u) = f(u) + (g + h)(u) =

f(u) + g(u) + h(u), 所以 (f + g) + h = f + (g + h).

2. 加法交换律，即要验证 f + g = g + f . 事实上，上式左右两边在任意 u 上取值都等于

f(u) + g(u).

3. 零元素，即存在元素 0, 对任意 f ∈ Hom(U,V), 0⊕ f = f . 事实上，我们取 0 是在所

有元素上取值都等于 0 的映射。

4. 负元素。对任意 f ∈ Hom(U,V), −f 定义为映射 u 7→ −f(u), 即 (−f)(u) = −f(u).

5. 单位数。因为 (1 · f)(u) = 1 · f(u) = f(u), 所以 1 · f = f .

6. 数乘结合律，即要验证对任意 f, g ∈ Hom(U,V), k, l ∈ F, 有 (kl)f = k(lf). 事实上，上
式左右两边在任意的 u 上取值都等于 klf(u).

7. 数乘对数的分配律：即要验证对任意 f ∈ Hom(U,V), k, l ∈ R, 都有 (k + l)f = (kf) +

(lf). 事实上，上式左右两边在任意的 u 上取值都等于 kf(u) + lf(u).

8. 数乘对向量的分配律：即要验证对任意 f, g ∈ Hom(U,V), k ∈ R, 都有 k(f + g) =

(kf) + (kg). 事实上，上式左右两边在任意的 u 上取值都等于 kf(u) + kg(u).

练习 7.3.2. 证明命题 7.3.7：对 U 到 V 的线性映射 f , 有

1. N(f) 是 U 的子空间，而且 f 是单射当且仅当 N(f) = {0}.

2. R(f) 是 V 的子空间，而且 f 是满射当且仅当 R(f) = V.

证明: 1. 对任意 u1,u2 ∈ N(f), a, b ∈ F, f(au1 + bu2) = af(u1) + bf(u2) = 0, 所以
au1 + bu2 ∈ N(f). f 是单射，当且仅当

若 f(u1) = f(u2) 则 u1 = u2

当且仅当

若 f(u1 − u2) = 0 则 u1 − u2 = 0

当且仅当

若 f(u) = 0 则 u = 0; 即 N(f) = 0.

2. 对任意 v1,v2 ∈ R(f), a, b ∈ F, 那么存在 u1,u2 ∈ U 使得 v1 = f(u1),v2 = f(u2), 那
么 av1 + bv2 = f(au1 + bu2), 所以 av1 + bv2 ∈ R(f).
f 是满射，当且仅当对任意 v ∈ V,都存在 u ∈ U使得 v = f(u),这等价于说 V ⊆ R(f)。

结合 R(f) ⊆ V 可知：f 是满射当且仅当 R(f) = V.

练习 7.3.3. 考虑 Cn 上的变换 C(v) = v．

1. C 是否为一个 C 上线性空间的线性变换？

2. 如果将 Cn 看作一个 R 上的线性空间，那么 C 是否为一个 R 上线性空间的线性变换？
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证明: 1. 不是。我们取 a = i, 0 6= v ∈ Cn, C(av) = āCv = −av, 而不等于 aC(v)。

2. 是。对任意 a, b ∈ R,v1,v2 ∈ Cn,

C(av1 + bv2) = av1 + bv2 = av1 + bv2

此时 a = a, b = b, 所以 C(av1 + bv2) = aC(v1) + bC(v2).

练习 7.3.4. 给定 a ∈ F，判断下面定义的 F[x] 上的变换 Ta 是否为线性变换：

Ta(f(x)) = f(x+ a), ∀f(x) ∈ F[x].

证明: 是线性映射。对任意 f1(x), f2(x) ∈ F[x], t1, t2 ∈ F,

Ta(t1f1 + t2f2) = (t1f1 + t2f2)(x+ a) = t1f1(x+ a) + t2f2(x+ a) = t1Ta(f1) + t2Ta(f2).

练习 7.3.5. 在光滑函数空间 C∞(R) 上定义变换：A(f(x)) = (f ′(x))2．判断 A 是否为线性变换．

证明: 不是线性变换，例如 A(x2) = 4x2,A(x) = 1 但是

A(x2 + x) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 6= A(x2) + A(x).

练习 7.3.6. 给定 A =


1 0 −1

−1 1 0

0 −1 1

 和 R3×3 上的线性变换 f : X 7→ AX．分别求 N(f) 和

R(f) 的维数和一组基．

证明: 设 X =
[
x1 x2 x3

]
,

• X ∈ N(f) 当且仅当 xi ∈ N(A), i = 1, 2, 3. 而 x0 =


1

1

1

 是 N(A) 的一组基，所以

N(f) 的维数是 3,
[
x0 0 0

]
,
[
0 x0 0

]
,
[
0 0 x0

]

• X ∈ R(A) 当且仅当 xi ∈ R(A), i = 1, 2, 3. 而 a1 =


1

−1

0

 ,a2 =


0

1

−1

 是 R(A) 的一

组基，因此 R(f) 的维数是 6,[
a1 0 0

]
,
[
a2 0 0

] [
0 a1 0

] [
0 a2 0

] [
0 0 a1

] [
0 0 a2

]
是 R(f) 的一组基。

练习 7.3.7. 计算例 7.3.2 中线性映射的核与像集，并求二者的维数．
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证明:

练习 7.3.8. 给定 m 阶方阵 A1，n 阶方阵 A2 和 m× n 矩阵 B．证明，如果 A1 和 A2 没有相

同的特征值，则：

1. 对 m× n 矩阵 X，A1X = XA2 只有平凡解．

提示. 利用 Hamilton-Cayley 定理．

2. 对 m× n 矩阵 X，A1X −XA2 = B 只有唯一解．

附注. 练习 5.2.235.2.23和练习 5.4.75.4.7用不同方法证明了相同结论．

证明: 1. 设 X 是 A1X = XA2 的一个解，对任意 k, Ak1X = Ak−1
1 XA2 = · · · = XAk2,

那么对任意多项式 f(x), 都有 f(A1)X = Xf(A2). 设 f1, f2 分别是 A1, A2 的特征

多项式，因为 A1, A2 没有相同特征值，所以他们没有公共根，因此他们互素。那么存

在多项式 g1(x), g2(x) 使得 f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) = 1. 根据 Hamilton-Cayley 定理，
f2(A1)g2(A1) = In,所以 f2(A1)可逆,g2(A1)是它的逆。于是 f2(A1)X = Xf2(A2) = 0,
所以 X = 0.

2. 考虑线性变换：f :Mm×n(F) →Mm×n(F), X 7→ A1X −XA2, 那么上一小题说明 f 是

单射，那么 f 就是双射。所以对任意 B, 矩阵方程 A1X −XA2 = B 都存在唯一解。

练习 7.3.9. 定义 F[x] 上的变换：A(f(x)) = xf(x), ∀f(x) ∈ F[x]．

1. 证明 A 是 F[x] 上的一个线性变换．

2. 设 D 是求导算子，证明 DA − AD = I．

证明: 1. 对任意 f, g ∈ F[x], a, b ∈ F,

A(af + bg) = x(af + bg)(x) = axf(x) + bxg(x) = aA(f) + bA(g)

所以 A 是线性的.

2. 对任意 f ∈ F[x]

(DA − AD)(f) = D(xf(x))− A(f ′(x)) = (xf(x))− xf ′(x) = f(x)

因此 DA − AD = I.

练习 7.3.10. 令 V 为全体实数数列组成的线性空间，其中元素记为 (a0, a1, . . . )．定义其上变换

D ((a0, a1, . . . )) = (0, a0, a1, . . . ), M ((a0, a1, . . . )) = (a1, 2a2, 3a3, . . . ).

1. 证明 D,M 都是线性变换．

2. 证明 MD − DM = I．

3. 对于任意 n 阶方阵 A,B，证明 AB −BA 6= In．
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证明: 1. D(x{an}+ y{bn}) = D({xan + ybn}) = (0, xa1 + yb1, xa2 + yb2, · · · ), 而

xD({an})+yD({bn}) = x(0, a1, a2, · · · )+y(0, b1, b2, · · · ) = (0, xa1+yb1, xa2+yb2, · · · )

所以 xD({an}) + yD({bn}) = D(x{an} + y{bn}), 即 D 是线性变换。同理也可以证明
M 是线性变换。

2. 对任意 {an},

(MD − DM)({an}) = M(0, a0, a1, · · · )− D(a1, 2a2, 3a3)

= (a0, 2a1, 3a2, · · · )− (0, a1, 2a2, · · · )
= (a0, a1, a2, · · · )

所以 MD − DM = I.

3. 对任意 n阶方阵 A,B都有 trace(AB−BA) = trace(AB)−trace(BA) = 0 6= trace(In)；
所以 AB −BA 6= In.

练习 7.3.11. 设 f 是线性空间 V 上的线性变换，a ∈ V．证明，如果存在正整数 m，使得

fm−1(a) 6= 0, fm(a) = 0，则 a, f(a), . . . , fm−1(a) 线性无关．由此推出 dimV ≥ m．

证明: 设 x0a+ x1f(a) + · · ·+ xm−1f
m−1(a) = 0, 则

0 = fm−1(x0a+ x1f(a) + · · ·+ xm−1f
m−1(a)) = x0f

m−1(a)

所以 x0 = 0, 所以 x1f(a) + · · ·+ xm−1f
m−1(a) = 0, 那么

0 = fm−2(x1f(a) + · · ·+ xm−1f
m−1(a)) = x1f

m−1(a)

所以 x1 = 0, 所以 x2f
2(a) + · · · + xm−1f

m−1(a) = 0. 依次类推，既可以证明 x0 = x1 = · · · =
xm−1 = 0. 所以那么 a, f(a), . . . , fm−1(a) 线性无关。

练习 7.3.12. 证明命题 7.3.10：对 U 上的线性变换 f，属于不同特征值的特征向量线性无关。

证明: 设 λ1, · · · , λr 是 f 的不同的特征值，v1, · · · ,vr 分别是属于这些特征值的特征向量。设
x1v1 + · · ·+ xrvr = 0, 那么 f(x1v1 + · · ·+ xrvr) = 0, 即 λ1x1v1 + · · ·+ λrxrvr = 0, 以此类推，
则有 

1 · · · 1

λ1 · · · λr
...

...

λr−1
1 · · · λr−1

r



x1v1
...

xrvr

 = 0

λ1, · · · , λr 互不相等，所以 Vondermonde 矩阵可逆，所以 xivi = 0, 即 xi = 0, i = 1, 2, · · · , r.
所以 v1, · · · ,vr 线性无关。

练习 7.3.13. 对线性空间 Cn×n，考虑例 7.3.2 中的 LA 和 RA，其中 A ∈ Cn×n．

1. 证明 LARA = RALA，并指出这是矩阵乘法的何种性质．
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2. 证明 LA 的特征值必是 A 的特征值．

3. 求 Cn×n 上可逆线性变换 T，使得 LA = TRAT−1．提示. 利用 A 与 AT 相似，参见

练习 5.4.55.4.5．

证明: 1. 对任意X ∈ Cn×n, (LARA)(X) = LA(XA) = AXA, (RALA)(X) = (RA)(AX) =

AXA, 因此 LARA = RALA，这是矩阵乘法的结合律。

2. 设 (λ,X) 是 LA 的特征对，则 LAX = λX, 即 AX = λX. 设 x 是 X 的一个非零列向

量，那么从 AX = λX 知 Ax = λx, 所以 λ 是 A 的特征值。

3. 因为 A 和 AT 相似，那么存在可逆矩阵 P 使得 A = PATP−1. 我们定义 T(X) :=

PXTP−1, 易知 T 是可逆的。那么 LAT(X) = APXTP−1, 而

(TRA)(X) = T(XA) = PATXTP−1 = PATP−1PXTP−1 = APXTP−1.

练习 7.3.14. 设线性空间 V 有直和分解：V = M1 ⊕ M2．任取 a ∈ V，都有唯一的分解式：

a = a1 + a2，其中 a1 ∈ M1,a2 ∈ M2．定义 V 上的变换：

PM1(a) = a1, PM2(a) = a2.

1. 证明，PM1 ,PM2 都是 V 上的线性变换．称 PM1 为沿 M2 向 M1 的投影变换．

2. 证明，N(PM1) = M2,R(PM1) = M1．

3. 证明，P2
M1

= PM1 ,PM1 + PM2 = I,PM1PM2 = O．

4. 分别求 PM1 ,PM2 的特征值和特征子空间．

证明: 1. 我们需要证明对任意 a, b ∈ V, x, y ∈ F, 我们有 PM1(xa + yb) = xPM1(a) +

yPM1(b). 设 a = a1+a2, b = b1+b2，其中 a1, b1 ∈ M1,a2, b2 ∈ M2．那么 xa+ yb =

(xa1 + yb1) + (xa2 + yb2), 其中 xa1 + yb1 ∈ M1, xa2 + yb2 ∈ M2, 所以

PM1(xa+ yb) = xa1 + yb1 = PM1(a) + yPM1(b)

所以 PM1 是 V 上的线性变换．同理可证 PM2 也是 V 上的线性变换．

2. a ∈ N(PM1) 当且仅当把 a 分解为 a1 + a2，其中 a1 ∈ M1,a2 ∈ M2 时 a1 = 0，当

且仅当 a ∈ M2，所以 N(PM1) = M2. 根据定义，R(PM1) ⊆ M1; 另一方面，对任意
a ∈ M1, PM1(a) = a, M1 ⊆ R(PM1). 所以 R(PM1) = M1。

3. 对任意 a ∈ V，它唯一的分解式：a = a1 + a2，其中 a1 ∈ M1,a2 ∈ M2，那么

P2
M1

a = PM1a1 = a1 = PM1a,

所以 P2
M1

= PM1 .

(PM1 + PM2)a = PM1a+ PM2a = a1 + a2 = a,

所以 PM1 + PM1 = I.
PM1PM2a = PM1a2 = 0

所以 PM1PM2 = O.
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4. 根据第 2 小题，PM1 特征值为 0, 1, 对应的特征子空间分别为 M2,M1.

练习 7.3.15. 考虑例 7.3.11 中的线性变换 Fn×n 上的线性变换 S，试问它是否为投影变换．

证明:

练习 7.3.16. 考虑练习 7.1.17.1.1中的实线性空间 R+，给定 a > 0，判断映射

loga : R+ → R,
x 7→ loga x,

是否为线性映射．如果是，进一步分析当 a 取何值时，该映射是同构．

证明: a = 1 时，loga 没有定义，所以我们考虑 a 6= 1.
loga是线性映射，当且仅当对任意 x, y ∈ R+, k ∈ R, loga((k⊗x)⊕(l⊗y)) = k loga x+l loga y.

因为 (k ⊗ x)⊕ (l ⊗ y) = xk ⊕ yl = xkyl, 所以

loga((k ⊗ x)⊕ (l ⊗ y)) = loga(xkyl) = k loga x+ l loga y.

因此 loga 是线性映射。
a 6= 1 时，loga 是满射：对任意 t ∈ R, loga(at) = 1. loga 也是单射：若 loga x = 0 则

t = a0 = 1, 而 1 是 R+ 的零元素。所以对任意 a > 0, a 6= 1, loga 都是同构。

练习 7.3.17. 任取二阶实方阵 A，满足 A2 = −I2．考虑练习 7.1.77.1.7中的线性空间 P (A)．证明

f : C → P (A), f(a+ bi) = aI2 + bA 是这两个线性空间的同构．请举出至少两种可能的 A．

证明: 由于 A2 = −I2，对任意 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, 都有 f(A) = a0I2 + a1A −

a2I2 − a3A + · · · , 因此 P (A) = Span(I2, A)。另一方面，若 xI2 + yA = 0, 那么乘以 A 就有

xA− yI2 = 0, 消去 A 就有 (x2 + y2)I2 = 1，所以 x = y = 0, 因此 I2, A 是 P (A) 的一组基。所

以 dimRC = dimR P (A) = 2.
对任意 x, y ∈ R, z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i ∈ C,

f(xz1 + yz2) = f((xa1 + ya2) + (xb1 + yb2)i) = (xa1 + ya2)I2 + (xb1 + yb2) = xf(z1) + yf(z2),

所以 f 是 R 上线性空间的线性映射。因为 I2, A 线性无关，所以 f(a + bi) = 0 当且仅当

a = b = 0, 因此 f 是单射，又因为两个线性空间维数相同，从而是同构。

例如 A =

[
0 1

−1 0

]
,

[
0 −1

1 0

]

以下三个问题是同一个思路，因为涉及的线性空间维数是相同的，我们只需构造一个单射

或者满射的线性映射即可，我们给出构造，具体的验证忽略，请读者自行完成。

练习 7.3.18. 证明矩阵空间 Fm×n 与 Fmn 同构．
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Fm×n −→ Fmn,
[
a1 · · · an

]
7→


a1

...

an


注意，这个映射不是转置。矩阵是把列向量排成一个长方形，而这个像是把列向量排成行

数更多的列向量。

练习 7.3.19. 证明多项式空间 F[x]n 与 Fn 同构．

Fn −→ F[x]n,


a1

a2
...

an

 7→ a1 + a2x+ · · ·+ anx
n−1.

练习 7.3.20. 证明练习 7.1.27.1.2中的线性空间 Q[ω] 与练习 7.1.47.1.4中的线性空间 Q[i] 同构．

Q[ω] −→ Q[i], a+ bω 7→ a+ bi.

7.4 向量的坐标表示

练习 7.4.1. 证明命题 7.4.1：向量组 a1, · · · ,as 线性无关，如果 b 可以被其线性表示，则表示

法唯一

证明: 若 b = x1a1 + · · ·+ xsas = y1a1 + · · ·+ ysas, 那么

(x1 − y1)a1 + · · ·+ (xs − ys)as = 0,

a1, · · · ,as 线性无关则 x1 − y1 = · · · = xs − ys = 0, 即 x1 = y1, x2 = y2, · · · , xs = ys, 所以表示
法唯一。

练习 7.4.2. 求 F4 中由基 e1, e2, e3, e4 到基 t1, t2, t3, t4 的过渡矩阵，并分别求向量 a 在两组基

下的坐标．

1. e1 =


1

0

0

0

 , e2 =

0

1

0

0

 , e3 =

0

0

1

0

 , e4 =

0

0

0

1

；

t1 =


2

1

−1

1

 , t2 =

0

3

1

0

 , t3 =

5

3

2

1

 , t4 =

6

6

1

3

 ; a =


a1

a2

a3

a4

．
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2. e1 =


1

2

−1

0

 , e2 =


1

−1

1

1

 , e3 =

−1

2

1

1

 , e4 =

−1

−1

0

1

；

t1 =


2

1

0

1

 , t2 =

0

1

2

2

 , t3 =

−2

1

1

2

 , t4 =

1

3

1

2

 ; a =


1

0

0

0

．

证明: 这个问题有特殊性，因为考虑的都是 R4 的基（若是一般的 Rn 也类似），我们来分析一
下。假设 M 是基 e1, e2, e3, e4 到基 t1, t2, t3, t4 的过渡矩阵，即[

t1 t2 t3 t4

]
=
[
e1 e2 e3 e4

]
M

令 E =
[
e1 e2 e3 e4

]
, T =

[
t1 t2 t3 t4

]
，那么 E, T 都是 4 阶可逆方阵，所以 M =

E−1T .
另一方面，若 a 在基 e1, e2, e3, e4 之下的坐标是 x1, x2, x3, x4，那么

a = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 =
[
e1 e2 e3 e4

]
= E


x1

x2

x3

x4

 �

那么


x1

x2

x3

x4

 = E−1a. a 在基 e1, e2, e3, e4 之下的坐标表示的讨论也类似。

下面我们就写出最终答案，不再写具体结果。

1. e1, e2, e3, e4 到基 t1, t2, t3, t4 的过渡矩阵是 T =


2 0 5 6

1 3 3 6

−1 1 2 1

1 0 1 3

 a 在基 e1, e2, e3, e4

下的坐标为 a1, a2, a3, a4, 在基 t1, t2, t3, t4 下的坐标是 4
9a1 +

1
3a2 − a3 − 11

9 a4,
1
29a1 +

4
9a2 −

1
3a3 −

23
27a4,

1
3a1 −

2
3a4,−

7
27a1 −

1
9a1 +

1
2a3 +

26
27a4.

2. e1, e2, e3, e4 到基 t1, t2, t3, t4 的过渡矩阵是 T =


1 0 0 1

1 1 0 1

0 1 1 1

0 0 1 0

 a在基 e1, e2, e3, e4 下

的坐标为 3
13 ,

5
13 ,−

2
13 ,

−3
13 , 在基 t1, t2, t3, t4 下的坐标是 4

13 ,
2
13 ,−

3
13 ,−

1
13

练习 7.4.3. 考虑函数空间的子空间 Span(sin2 x, cos2 x)．
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1. 证明 sin2 x, cos2 x 和 1, cos 2x 分别是子空间的一组基．

2. 分别求从 sin2 x, cos2 x 到 1, cos 2x，和从 1, cos 2x 到 sin2 x, cos2 x 的过渡矩阵．

3. 分别求 1 和 sin2 x 在两组基下的坐标．

证明: 1. 设 t1 sin2 x+ t2 cos2 x = 0,分别取 x = 0, π2 ,就有 t1 = t2 = 0,所以 sin2 x, cos2 x，

那么它们就是一组基。而
[
1 cos 2x

]
=
[
cos2 x sin2 x

] [1 1

1 −1

]
,因为

[
1 1

1 −1

]
可逆，

所以 1, cos 2x 也是一组基。

2. 我们已经说明了从 1, cos 2x到 sin2 x, cos2 x的过渡矩阵是
[
1 1

1 −1

]
，那么从 sin2 x, cos2 x

到 1, cos 2x 的过渡矩阵是
[
1 1

1 −1

]−1

=

[
1
2

1
2

1
2 −1

2

]
，

3. • 1 = 1 · 1 + 0 · cos 2x = cos2 x + sin2 x, 所以 1 在基 1, cos 2x 之下的坐标是
(1, 0)；在基 cos2 x, sin2 x 之下的坐标是 (1, 1).

• sin2 x = 1
2 −

1
2 cos 2x = 1 · sin2 x+0 · cos2 x, 所以 sin2 x 基 1, cos 2x 之下的坐

标是 (1/2,−1/2)；在基 cos2 x, sin2 x 之下的坐标是 (0, 1).

练习 7.4.4. 考虑多项式空间 R[x]4．

1. 求如下这三组基之间的过渡矩阵：

1, x, x2, x3; 1, x+ 1, (x+ 1)2, (x+ 1)3; 1, x+ 2, (x+ 2)2, (x+ 2)3.

2. 求多项式 p(x) = x3 + 6x2 + 12x+ 8 在上述三组基下的坐标．

3. 设多项式 q(x) 在基 1, x+ 1, (x+ 1)2, (x+ 1)3 下的坐标为


4

3

2

1

．求 q(1), q(0), q′(0)．

证明: 1.
[
1 x+ 1 (x+ 1)2 (x+ 1)3

]
=
[
1 x x2 x3

]

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

,所以从 1, x, x2, x3

到 1, x+ 1, (x+ 1)2, (x+ 1)3 的过度矩阵是


1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

.

[
1 x+ 2 (x+ 2)2 (x+ 2)3

]
=
[
1 x x2 x3

]

1 2 4 8

0 1 4 12

0 0 1 6

0 0 0 1

, 所以从 1, x, x2, x3
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到 1, x+ 2, (x+ 2)2, (x+ 2)3 的过度矩阵是


1 2 4 8

0 1 4 12

0 0 1 6

0 0 0 1

.

[
1 x+ 2 (x+ 2)2 (x+ 2)3

]
=
[
1 x+ 1 (x+ 1)2 (x+ 1)3

]

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

, 所以

从 1, x+1, (x+1)2, (x+1)3 到 1, x+2, (x+2)2, (x+2)3 的过度矩阵是


1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

.

2. p(x) =
[
1 x x2 x3

]

8

12

6

1

 =
[
1 x+ 1 (x+ 1)2 (x+ 1)3

]

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1


−1 

8

12

6

1

 =

[
1 x+ 2 (x+ 2)2 (x+ 2)3

]

1 2 4 8

0 1 4 12

0 0 1 6

0 0 0 1


−1 

8

12

6

1

。所以，它在基 1, x, x2, x3 之下

的坐标是 8, 12, 6, 1；在 1, x + 1, (x + 1)2, (x + 1)3 之下的坐标是 1, 3, 3, 1；在 1, x +

2, (x+ 2)2, (x+ 2)3 之下的坐标是 0, 0, 0, 1.

3. 按题意，q(x) = 4 + 3(x + 1) + 2(x + 1)2 + (x + 1)3. 那么 q(1) = 4 + 6 + 8 + 8 = 26,
q(0) = 4+3+2+1 = 10. q′(x) = 3+4(x+1)+3(x+1)2, 所以 q′(0) = 3+4+3 = 10.

练习 7.4.5. 考虑多项式空间 R[x]4中的的一组基 p0, p1, p2, p3，其中每个多项式 pn满足 pn(cos θ) =
cos(nθ)．求这组基和基 1, x, x2, x3 之间的过渡矩阵．

这样的多项式叫 Chebyshev 多项式，有很多特殊性质，参见??．

证明: p0(cos θ) = cos(0θ) = 1, p1(cos θ) = cos θ, 那么 p1(x) = x. cos(2θ) = 2 cos2 θ −
1, cos(3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ. 所以 p2(x) = 2x2 − 1, p3(x) = 4x3 − 3x. 那么

[
p0 p1 p2 p3

]
=
[
1 x x2 x3

]

1 0 −1 0

0 1 0 −3

0 0 2 0

0 0 0 4



练习 7.4.6. 考虑练习 7.2.77.2.7中的线性空间 F[x]n，考虑 n = 3 的情形．
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1. 给定 F 中两两不等的数 a1, a2, a3，求由基 1, x, x2 到基 f1(x), f2(x), f3(x) 的过渡矩阵．

2. 考虑练习 7.2.77.2.7中的 f(x)，给定 F 中任意三个数 b1, b2, b3，求 f(x) 在两组基下的坐标．

证明: 1.
[
f1(x) f2(x) f3(x)

]
=
[
1 x x2

]
a2a3 a1a3 a1a2

−a2 − a3 −a1 − a3 −a1 − a2

1 1 1

, 所以由

基 1, x, x2 到基 f1(x), f2(x), f3(x) 的过渡矩阵是


a2a3 a1a3 a1a2

−a2 − a3 −a1 − a3 −a1 − a2

1 1 1

.

2. f(x) =
b1

f1(a1)
f1(x)+

b2
f2(a2)

f2(x)+
b3

f3(a3)
f3(x), 所以 f(x) 在基 f1(x), f2(x), f3(x) 之

下的坐标是
b1

(a1 − a2)(a1 − a3)
,

b2
(a2 − a1)(a2 − a3)

,
b3

(a3 − a1)(a3 − a2)
.

我们利用过渡矩阵计算它在 1, x, x2 之下的坐标，即计算
a2a3 a1a3 a1a2

−a2 − a3 −a1 − a3 −a1 − a2

1 1 1




b1
f1(a1)
b2

f2(a2)
b3

f3(a3)

 ,
结果请自行计算。

练习 7.4.7. 矩阵空间 F2×2 有两组基 e1 =

[
1 0

0 0

]
, e2 =

[
0 1

0 0

]
, e3 =

[
0 0

1 0

]
, e4 =

[
0 0

0 1

]
，和

t1 =

[
1 0

0 1

]
, t2 =

[
1 0

0 −1

]
, t3 =

[
0 1

0 0

]
, t4 =

[
0 0

1 0

]
．求从基 e1, e2, e3, e4 到基 t1, t2, t3, t4

的过渡矩阵．

证明:
[
t1 t2 t3 t4

]
=
[
e1 e2 e3 e4

]

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 −1 0 0

,那么从基 e1, e2, e3, e4到基 t1, t2, t3, t4

的过渡矩阵是


1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 −1 0 0

.

练习 7.4.8. 设 e1, e2, e3, e4 是线性空间 V 的一组基，求下列向量组的一个极大线性无关部分组：

t1 = e1 + e2 + e3 + 3e4, t2 = −e1 − 3e2 + 5e3 + e4,

t3 = 3e1 + 2e2 − e3 + 4e4, t4 = −2e1 − 6e2 + 10e3 + 2e4.

证明:
[
t1 t2 t3 t4

]
=
[
e1 e2 e3 e4

]

1 −1 3 −2

1 −3 2 −6

1 5 −1 10

3 1 4 2

 根据命题 7.4.4，我们只需要求
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
1 −1 3 −2

1 −3 2 −6

1 5 −1 10

3 1 4 2

 的一个极大线性无关组。我们作初等行变换

1 −1 3 −2

1 −3 2 −6

1 5 −1 10

3 1 4 2

 −→


1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 0

0 0 0 0


前 3 列是个极大线性无关组，所以 t1, t2, t3 是一个极大线性无关组。

练习 7.4.9. 设 e1, e2, . . . , en 是线性空间 V 的一组基．

1. 判断 t1 = e1, t2 = e1 + e2, . . . , tn = e1 + e2 + · · ·+ en 是否也是 V 的一组基．

2. 判断 t1 = e1 + e2, t2 = e2 + e3, . . . , tn = en + e1 是否也是 V 的一组基．

证明: 1.
[
t1 t2 · · · tn

]
=
[
e1 e2 · · · en

]

1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

. . .
...

0 · · · 1

. 矩阵


1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

. . .
...

0 · · · 1


可逆，所以 t1, · · · , tn 也是一组基。

2.
[
t1 t2 · · · tn

]
=
[
e1 e2 · · · en

]

1 1

1 1

. . .

1 1

. 矩阵


1 1

1 1

. . .

1 1

 可逆当
且仅当 n 是奇数，所以当且仅当 n 是奇数时，t1, · · · , tn 也是一组基。

练习 7.4.10. 设 a1, a2, . . . , an 是 F 中两两不等的数，e1, e2, . . . , en 是线性空间 V 的一组基，令

ti = e1 + aie2 + · · ·+ an−1
i en, i = 1, 2, . . . , n．证明 t1, t2, . . . , tn 也是 V 的一组基．

证明:
[
t1 t2 · · · tn

]
=
[
e1 e2 · · · en

]
V (a1, a2, · · · , an), 其中 V (a1, a2, · · · , an) 是 Von-

dermonde 矩阵。a1, · · · , an 两两不等，所以 V (a1, a2, · · · , an) 可逆，所以 t1, · · · , tn 也是一组
基。

练习 7.4.11. 设 (I): e1, e2, . . . , en, (II): t1, t2, . . . , tn 和 (III): s1, s2, . . . , sn 是线性空间 V 的三

组基，如果从 (I) 到 (II) 的过渡矩阵是 P，从 (II) 到 (III) 的过渡矩阵是 Q，证明：

1. 从 (II) 到 (I) 的过渡矩阵是 P−1．

2. 从 (I) 到 (III) 的过渡矩阵是 PQ．

证明:
[
t1 t2 · · · tn

]
=
[
e1 e2 · · · en

]
P , 则[

e1 e2 · · · en

]
=
[
e1 e2 · · · en

]
PP−1 =

[
t1 t2 · · · tn

]
P−1
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所以从 (II) 到 (I) 的过渡矩阵是 P−1．
[
s1 s2 · · · sn

]
=
[
t1 t2 · · · tn

]
Q, 则[

s1 s2 · · · sn

]
=
[
t1 t2 · · · tn

]
Q =

[
e1 e2 · · · en

]
PQ

所以从 (I) 到 (III) 的过渡矩阵是 PQ．

7.5 线性映射的矩阵表示

练习 7.5.1. 设 A 是 F3 上的一个线性变换：

A


x1

x2

x3

 =


x1 + 2x2

x3 − x2

x2 − x3

 .
求 A 在标准基下的矩阵，并分别求 N(A) 和 R(A) 的一组基和维数．

证明:

A(e1) = A


1

0

0

 =


1

0

0

 = e1

A(e2) = A


0

1

0

 =


2

−1

1

 = 2e1 − e2 + e3

A(e3) = A


0

0

1

 =


0

1

−1

 = e2 − e3

所以 A 在标准基下的矩阵是 A =


1 2 0

0 −1 1

0 1 −1

. N(A) 的一组基是


−2

1

1

 ,R(A) 的一组基

是


1

0

0

 ,


0

1

−1

. 所以 N(A) 的维数是 1, −2e1 + e2 + e3 是 N(A) 的一组基；R(A) 的维数是 2,

e1, e2 − e3 是 R(A) 的一组基。

练习 7.5.2. 设 V = Span(f1, f2) 是函数空间的子空间，其中 f1 = eax cos bx, f2 = eax sin bx．证
明求导算子 D 是 V 上的线性变换，并求其在基 f1, f2 下的矩阵．

证明:
D(t1f1 + t2f2)

= t1ae
ax cos bx− t1be

ax sin bx+ t2ae
ex sin bx+ t2be

ax cos bx
= (t1a+ t2b)f1 + (t2a− t1b)f2

,

所以 D 的像集包含在 V 中。D 显然是线性的，所以 D 是 V 上的线性变换。

D
[
f1 f2

]
=
[
f1 f2

] [ a b

−b a

]

270



所以 D 在基 f1, f2 下的矩阵是

[
a b

−b a

]
.

练习 7.5.3. 设 F2×2 上的线性变换 LA : X 7→ AX，其中 A =

[
a b

c d

]
．求 LA 在基 E11，E12，

E21，E22 下的矩阵．

证明:

AE11 =

[
a 0

c 0

]
, AE12 =

[
0 a

0 c

]
, AE21 =

[
b 0

d 0

]
, AE22 =

[
0 b

0 d

]
于是

LA
[
E11 E12 E21 E22

]
=
[
E11 E12 E21 E22

]

a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d



LA 在基 E11，E12，E21，E22 下的矩阵是


a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

.

练习 7.5.4. 设 V 是所有二阶对称矩阵构成的线性空间，f 是其上的线性变换：f(X) = ATXA，

其中 A =

[
a b

c d

]
．求 f 在基 E11, E22, E12 + E21 下的矩阵．

证明:

f(E11) = ATE11A =

[
a2 ab

ab b2

]
= a2E11 + b2E22 + ab(E12 + E21)

f(E22) = ATE22A =

[
c2 cd

cd d2

]
= c2E11 + d2E22 + cd(E12 + E21)

f(E12 + E21) = AT(E12 + E21)A =

[
2ac bc+ ad

bc+ ad 2bd

]
= 2acE11 + 2bdE22 + (ad+ bc)(E12 + E21)

即

f
[
E11 E22 E12 + E21

]
=
[
E11 E22 E12 + E21

]
a2 c2 2ac

b2 d2 2bd

ad cd ad+ bc



所以 f 在基 E11, E22, E12 + E21 下的矩阵是


a2 c2 2ac

b2 d2 2bd

ad cd ad+ bc

．
练习 7.5.5. 设 A 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，证明，存在 F[x] 中一个
次数不超过 n2 的多项式 f(x)，使得 f(A) = O．
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证明: Hom(V,V) 是维数为 n2 的线性空间，那么 I,A, · · · ,An2
线性相关，于是存在不全为零

的 a0, a1, · · · , an2 使得

a0I + a1A + · · ·+ an2An2
= O.

我们取 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an2xn
2
即可

练习 7.5.6. 证明命题 7.5.5. 给定线性空间 U,V 及各自的一组基 e1, · · · , en; i1, · · · , im. 设
f ∈ Hom(U,V), 而 F 是 f 在给定基之下的矩阵，则

σe1,··· ,en : N(f) → N(F ), σi1,··· ,im : R(f) → R(F )

都是同构。特别地，dimN(f) = dimN(F ), dimR(f) = dimR(F ). 因此，dimN(f)+dimR(f) =

dimU.

证明: 这是一个验证定义的题，所以我们先梳理一下定义。按照定义，我们有

• σe1,··· ,en

[e1 · · · en

]
x1
...

xn


 =


x1
...

xn

 ,

• σi1,··· ,in

[i1 · · · im

]
y1
...

ym


 =


y1
...

ym

 ,

• f

[e1 · · · en

]
x1
...

xn


 =

[
i1 · · · im

]
F


x1
...

xn

。
那么

•


x1
...

xn

 ∈ N(F ) ⇔
[
e1 · · · en

]
x1
...

xn

 ∈ N(f),

•


y1
...

ym

 ∈ R(F ) ⇔ ∃


x1
...

xn

 s.t.

y1
...

ym

 = F


x1
...

xn

⇔
[
i1 · · · im

]
y1
...

ym

 ∈ R(f).

所以 σe1,··· ,en : N(f) → N(F ), σi1,··· ,im : R(f) → R(F )都是良定义的。容易验证这两个映射是

线性的，我们略过。我们还需要证明它们即单又满。它们是单射这一点也是明显的，由 e1, · · · , en;
i1, · · · , im 可得。下面验证是满射。

设


x1

v . . .

xn

 ∈ N(F ), 那么 f

[e1 · · · en

]
x1
...

xn


 =

[
i1 · · · im

]
F


x1
...

xn

 = 0，所

以
[
e1 · · · en

]
x1
...

xn

 ∈ N(f)，此时 σe1,··· ,en

[e1 · · · en

]
x1
...

xn


 =


x1
...

xn

, 这就证明了

σe1,··· ,en : N(f) → N(F ) 是满射。

272



设


y1
...

ym

 ∈ R(F )，那么存在


x1
...

xn

 使得

y1
...

ym

 = F


x1
...

xn

, 那么

f

[e1 · · · en

]
x1
...

xn


 =

[
i1 · · · im

]
F


x1
...

xn

 =
[
i1 · · · im

]
y1
...

ym

 ,

即 i =
[
i1 · · · im

]
y1
...

ym

 ∈ R(f)，此时 σi1,··· ,im(i) =


y1
...

ym

, 这就证明了 σi1,··· ,in : R(f) →

R(F ) 是满射。

练习 7.5.7. 设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间，F 可以看作自身上的线性空间，而 V 到 F 的
线性映射称为 V 上的线性函数．令 V∗ = Hon(V,F)，称为 V 的对偶空间．证明，V∗ 和 V 同构．

证明: 我们取 V 的一组基 v1, · · · ,vn, 我们定义 f1, · · · , fn ∈ V∗ 如下。由线性性，fi 由它在

v1, · · · ,vn 上的取值完全确定，我们定义

fi(vj) = δij :=

{
1 i = j

0 i 6= j

那么 fi(a1v1 + · · ·+ anvn) = ai.

• 对任意 f ∈ V∗, 我们断言 f = f(v1)f1 + · · ·+ f(vn)fn。要证明这一点，只需要证明对

任意 vi(1 ≤ i ≤ n) 我们有 f(vi) = (f(v1)f1 + · · ·+ f(vn)fn) (vi). 事实上

(f(v1)f1 + · · ·+ f(vn)fn) (vi) = f(v1)f1(vi)+· · ·+f(vi)fi(vi)+· · ·+f(vn)fn(vi) = f(vi).

练习 7.5.8. 求导算子D定义了多项式空间 F[x]n上的线性变换，给定 F[x]n的两组基 1, x, . . . , xn−1

和 1, x, . . . ,
1

(n− 1)!
xn−1．

1. 求两组基之间的过渡矩阵．

2. 分别求 D 在两组基下的矩阵．

3. 通过过渡矩阵验证这两个不同基下的矩阵相似．

4. 是否存在一组基，使得 D 在该组基下的矩阵是对角矩阵？

证明: 1.
[
1 x . . .

1

(n− 1)!
xn−1

]
=
[
1 x . . . xn−1

]

1

1

. . .

1
(n−1)!

 所以从
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1, x, . . . , xn−1 到 1, x, . . . ,
1

(n− 1)!
xn−1 的过渡矩阵是 T =


1

1

. . .

1
(n−1)!

, 这

是对角矩阵，第 k 个对角元是 1
(k−1)!

2.
D
[
1 x . . . xn−1

]
=
[
0 1 . . . (n− 1)xn−2

]

=
[
1 x . . . xn−1

]

0 1

. . .
. . .

0 n− 1

0



所以 D 在基 1, x, . . . , xn−1 之下的矩阵是 A1 =


0 1

. . .
. . .

0 n− 1

0

.

D
[
1 x . . . xn−1

(n−1)!

]
=
[
0 1 . . . xn−2

(n−2)!

]

=
[
1 x . . . xn−1

(n−1)!

]

0 1

. . .
. . .

0 1

0



所以 D 在基 1, x, . . . , xn−1

(n−1)! 之下的矩阵是 A2 =


0 1

. . .
. . .

0 1

0

.

3. 通过过渡矩阵，我们有 A2 = T−1A1T , 直接通过矩阵乘法，计算也可得。

4. 不存在。否则，A1 可以相似对角化。但是 A1 只有一个特征值 0, 其代数重数是 n, 几
何重数是 1, 所以不能相似对角化。

练习 7.5.9. 设 V是 n维线性空间，f 是其上的线性变换，又设存在向量 a ∈ V，使得 fn−1(a) 6= 0，

且 fn(a) = 0．证明，V 存在一组基，使得 f 在该组基下的矩阵是

Jn =


0 1

. . .
. . .

0 1

0

 .
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证明: 令 v1 = a,v2 = f(a), · · · ,vn = fn−1(a). 我们断言 v1, · · · ,vn 线性无关，从而构成 V 的

一组基。设 a1v1 + · · ·+ anvn = 0, 那么

0 = fn−1(a1v1 + · · ·+ anvn) = a1f
n−1(a)

于是 a1 = 0, 代回就有设 a2v2 + · · ·+ anvn = 0, 那么

0 = fn−2(a2v2 + · · ·+ anvn) = a2f
n−1(a)

于是 a2 = 0. 依次类推我们可以证明 a1 = a2 = · · · = an = 0.

f
[
v1 · · · vn

]
=
[
v2 · · · vn 0

]
=
[
v1 · · · vn

]

0 1

. . .
. . .

0 1

0



这就证明了结论。

练习 7.5.10. 考虑练习 7.5.97.5.9中的方阵 Jn，判断 Jn 与 JT
n 是否相似．

证明: 我们令 V, f,v1, · · · ,vn 如上题。我们考虑 f 在基 vn,vn−1, · · · ,v1 之下的矩阵：

f
[
vn vn−1 · · · v1

]
=
[
0 vn · · · v2

]
=
[
vn vn−1 · · · v1

]

0

1 0

. . .
. . .

1 0


这就是说，Jn 与 JT

n 是同一个线性映射在不同基之下的矩阵，所以它们是相似的。

练习 7.5.11. 已知 F3 上的线性变换 f 在标准基 e1, e2, e3 下的矩阵是 A =


15 −11 5

20 −15 8

8 −7 6

．设

t1 =


2

3

1

 , t2 =

3

4

1

 , t3 =

1

2

2

 是 F3 的另一组基，求 f 在这组基下的矩阵．

证明: 从标准基 e1, e2, e3 到 t1, t2, t3 的过渡矩阵是


2 3 1

3 4 2

1 1 2

, 所以 f 在基 t1, t2, t3 下的矩阵

是 
2 3 1

3 4 2

1 1 2


−1 

15 −11 5

20 −15 8

8 −7 6



2 3 1

3 4 2

1 1 2

 =


1

2

3


．
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练习 7.5.12. 证明命题 7.5.12. 设 F 上 n 维线性空间 V, f 是其上的线性变换，它在某基下的矩
阵是 F , 则 F 可对角化，当且仅当 f 有 n 个线性无关的特征向量。

证明: 设 f 在基 e1, · · · , en 之下的矩阵是 F，则 f
[
e1 · · · en

]
=
[
e1 · · · en

]
F

• 若 F 可对角化，那么存在可逆矩阵 T 使得 T−1FT 是对角矩阵 diag(λ1, · · · , λn)。令[
t1 · · · tn

]
=
[
e1 · · · en

]
T , T 可逆，所以 t1, · · · , tn 也是一组基，且 T 是从

e1, · · · , en 到 t1, · · · , tn 的过渡矩阵。根据命题 5.4.6，f 在基 t1, · · · , tn 之下的矩阵就
是 diag(λ1, · · · , λn)，即 f(ti) = λiti(1 ≤ i ≤ n).

• 若 f 有 n 个线性无关的特征向量 t1, · · · , tn，那么 f 在基 t1, · · · , tn 之下的矩阵是
diag(λ1, · · · , λn). 设从 e1, · · · , en 到 t1, · · · , tn 的过渡矩阵是 T。根据命题 5.4.6 就有
T−1FT = diag(λ1, · · · , λn).

练习 7.5.13. 证明命题 7.5.13.

证明: 这是命题 7.5.6 的直接推论。

练习 7.5.14. 设三维线性空间 V 有一组基 e1, e2, e3，其上的线性变换 f 在该组基下的矩阵是

A =


2 3 2

1 8 2

−2 −14 −3

 .
1. 求 f 的全部特征值和特征向量．

2. 判断是否存在一组基，使得 f 在该组基下的矩阵是对角矩阵．如果存在，写出这组基

及对应的对角矩阵．

证明: 1. det(λI3 − A) = (λ − 1)(λ − 3)2, 因此 A 有两个特征值 1, 3, 特征值 1 的几何重

数是 1,


−2

0

1

 是一个属于 1 特征向量。特征值 3 的几何重数是 1,


−1

1

−2

 是一个属于
3 的特征向量。所以 f 有两个特征值 1, 2, −2e1 + e3 和 −e1 + e1 − 2e2 分别是属于这

两个特征值的特征子空间的一组基。

2. 不存在。若存在，则 A 可相似对角化。但是 A 的特征值 3 的代数重数大于几何重数，

所以 A 不可相似对角化。

练习 7.5.15. 设 4 维线性空间 V 有一组基 e1, e2, e3, e4，其上的线性变换 f 在该组基下的矩阵

是

A =


1 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 .
1. 求 f 的全部特征值和特征向量．
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2. 判断是否存在一组基，使得 f 在该组基下的矩阵是对角矩阵．如果存在，写出这组基

及对应的对角矩阵．

证明: 1. det(λI4 −A) = λ2(λ− 1)2. A 有两个特征值：0, 1. 属于特征值 0 的特征子空间

的一组基是


0

1

0

0

 ,

0

0

1

0

; 属于特征值 1 的特征子空间的一组基是


1

0

1

0

 ,

0

0

0

1

. 那么 f 的

特征值是 0, 1, e2, e3 是属于特征值 0 的特征子空间的一组基，e1 + e3, e4 是属于特征

值 1 的特征子空间的一组基。

2. 存在，e2, e3, e1 + e3, e4 是这样的一组基，f 在这组基下的矩阵是 diag(0, 0, 1, 1)

练习 7.5.16. 设 B =

[
−1 −1

2 1

]
，在 F2×2 中定义如下变换：

f(X) = B−1XB, ∀X ∈ F2×2.

1. 证明 f 是线性变换．

2. 求 f 的全部特征值和特征向量．

证明: 1. f(aX + bY ) = B−1(aX + bY )B = aB−1XB + bB−1Y B = af(X) + bf(Y ). 所
以 f 是线性映射。

2. 我们取 F2×2 的一组基 E11.E12, E21, E22,

f(E11) =

[
−1 −1

2 2

]

f(E12) =

[
2 1

−4 −2

]

f(E21) =

[
−1 −1

1 1

]

f(E22) =

[
2 1

−2 −1

]

f 在这组基下的矩阵是

A =


−1 2 −1 2

−1 1 −1 1

2 −4 1 −2

2 −2 1 −1



det(λI4 − A) = (λ − 1)2(λ + 1)2, 所以 A 有两个特征值：1,−1.


−2

−1

2

0

 ,

1

0

0

1

 是属于
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特征值 1 的特征子空间的一组基；


0

1

2

0

 ,

−1

−1

0

1

 是属于特征值 −1 的特征子空间的一组

基。所以 f 有两个特征值 1,−1. −2E11 −E12 +2E21, E11 +E22 是属于特征值 1 的特

征子空间的一组基；E12 + 2E21,−E11 −E12 +E22 是属于特征值 −1 的特征子空间的

一组基。

阅读 7.5.17 (矩阵函数).
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第八章 内积空间

8.1 欧 氏 空 间

练习 8.1.1. 在 R2 中，对任意 a =

[
a1

a2

]
, b =

[
b1

b2

]
，定义二元函数

f(a, b) = a1b1 − a1b2 − a2b1 + 2a2b2.

判断 f(a, b) 是否为 R2 上的一个内积．

证明: • 对称性：f(b,a) = b1a1 − b1a2 − b2a1 + 2b2a2 = f(b,a), 所以 f 是对称的。

• 双线性：对任意 a =

[
a1

a2

]
,a′ =

[
a′1

a′2

]
, b =

[
b1

b2

]
, b′ =

[
b′1

b′2

]
, k, k′ ∈ R,

f(ka+ k′a′, b) = (ka1 + k′a′1)b1 − (ka1 + k′a′1)b1 − (ka2 + k′a′2)b2 + 2(ka2 + k′a′2)b2

= k(a1b1 − a1b2 − a2b1 + 2a2b2) + k′(a′1b1 − a′1b2 − a′2b1 + 2a′2b2)

= kf(a, b) + k′f(a′, b)

结合对称性，

f(a, kb+ k′b′) = f(kb+ k′b′,a) = kf(b,a) + k′f(b′,a) = kf(a, b) + k′f(a, b′).

• 正定性：f(a,a) = a21−2a1a2+2a22 = (a1−a2)2+a22 ≥ 0，取等号，当且仅当 a1−a2 =
a2 = 0, 即 a = 0.

练习 8.1.2. 证明，Rn 上的二元函数 bTAa 定义了一个内积，当且仅当 A 是对称正定矩阵．

证明: • 若 f(a, b) = bTAa定义了一个内积,由对称性，对任意 a, b，都有 bTAa = aTAb.
对任意 i, j, 我们取 a = ei, b = ej , 那么上式说明 aji = aij , 所以 A 是对称矩阵。再由

f(a,a) 的正定性知 A 是正定矩阵。

• 反之人，若 A是实对称正定矩阵；首先显然 f(a, b)满足双线性性；A对称则 bTAa =

(bTAa)T = aTATb = aTAb, 所以 f(a, b) = f(b,a)；A 正定则显然 f 满足正定性，所

以 f 是一个内积。

练习 8.1.3. 证明，矩阵空间 Rm×n 关于如下二元函数构成欧氏空间：〈A,B〉 = trace(BTA)．
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证明: • 对称性: trace(BTA) = trace((BTA)T) = trace(ATB), 即 〈A,B〉 = 〈B,A〉.

• 双线性:
〈k1A1 + k2A2, B〉 = trace(BT(k1A1 + k2A2))

= k1trace(BTA1) + k2trace(BTA2)

= k1〈A1, B〉+ k2〈A2, B〉

结合对称性，可得关于第二个变量的线性性。

• 正定性: 设 A =
[
aij

]
, 那么

〈A,A〉 = trace(ATA) =
∑
i,j

a2ij ≥ 0;

且 〈A,A〉 = 0 当且仅当 aij = 0, ∀i, j, 当且仅当 A = 0.

练习 8.1.4. 证明正交向量组线性无关．

证明: 设 v1, · · · ,vr 是正交向量组，a1v1 + · · ·+ arvr = 0, 对任意 1 ≤ i ≤ r,

ai〈vi,vi〉 = 〈a1v1 + · · ·+ arvr,vi〉 = 0

所以 ai = 0.

练习 8.1.5. 设三维欧氏空间 V 的一组基是 a1,a2,a3，它的度量矩阵是


1 0 1

0 10 −2

1 −2 2

．求 V 的

一组标准正交基．

证明: 令 b1 = a1, b2 = a2 −
〈a2, b1〉
〈b1, b1〉

= a2，

a3 = a3 −
〈a3, b1〉
〈b1, b1〉

b1 −
〈a3, b2〉
〈b2, b2〉

b2 = a3 − a1 +
1

5
a2

那么 b1, b2, b3 就是两两正交的向量，我们再将他们单位化，就可以得到一组标准正交基了。

• 〈b1, b1〉 = 1, 所以 b̃1 = b1 = a1.

• 〈b2, b2〉 = 10, 所以 b̃2 =
a2√
10

.

• 〈b3, b3〉 = 3
5 , 所以 b̃3 =

√
5

3

(
a3 − a1 +

1

5
a2

)
那么 b̃1, b̃2, b̃3 就是一组标准正交基。

练习 8.1.6. 设 q1, q2, q3 是三维欧氏空间 V 的一组标准正交基，令

b1 =
1

3
(2q1 − q2 + 2q3), b2 =

1

3
(2q1 + 2q2 − q3), b3 =

1

3
(q1 − 2q2 − 2q3).

证明，b1, b2, b3 也是 V 的一组标准正交基．
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证明:
[
b1 b2 b3

]
=
[
q1 q2 q3

]
2
3

2
3

1
3

−1
3

2
3 −2

3
2
3 −1

3 −2
3

, 令 T =


2
3

2
3

1
3

−1
3

2
3 −2

3
2
3 −1

3 −2
3

. 由于 q1, q2, q3

是标准正交基，因此内积在 q1, q2, q3 之下的度量矩阵是 I3, 那么内积在 b1, b2, b3 之下的度量矩

阵就是 TTI3T = I3, 所以 b1, b2, b3 也是 V 的一组标准正交基。

练习 8.1.7. 设 q1, q2, q3, q4, q5 是 5 维欧氏空间 V 的一组标准正交基，令

a1 = q1 + q5, a2 = q1 − q2 + q4, a3 = 2q1 + q2 + q3.

求 Span(a1,a2,a3) 的一组标准正交基．

证明: b1 = a1, b2 = a2−
〈a2, b1〉
〈b1, b1〉

b1 =
1
2q1− q2+ q4− 1

2q5, b3 = a3−
〈a3, b1〉
〈b1, b1〉

b1−
〈a3, b2〉
〈b2, b2〉

b2 =

q1 + q2 + q3 − q5. 然后把它们单位化

• 〈b1, b2〉 = 2, 则 b̃1 =

√
1

2
(q1 + a5).

• 〈b2, b2〉 = 5
2，则 b̃2 =

√
2

5

(
1

2
q1 − q2 + q4 −

1

2
q5

)
.

• 〈b3, b3〉 = 4, 则 b̃3 =
1

2
(q1 + q2 + q3 − q5)

那么 b̃1, b̃2, b̃3 就是 Span(a1,a2,a3) 的一组标准正交基。

练习 8.1.8. 计算例 8.1.11 中 Lengendre 多项式作为多项式空间中向量的范数，并说明该向量组
不是正交单位向量组．

证明: 根据 Legendre 函数的求导表达式 Pn(x) =
1

2nn!

dn
dxn (x

2 − 1)n, 那么

〈Pn, Pn〉 =
ˆ 1

−1

(
1

2nn!

dn
dxn (x

2 − 1)n
)2

dx =
1

(2nn!)2

ˆ 1

−1

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)2

dx

利用分部积分：

ˆ 1

−1

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)2

dx =

ˆ 1

−1

dn
dxn (x

2 − 1)nd
(

dn−1

dxn−1
(x2 − 1)n

)
=

dn
dxn (x

2 − 1)n
dn−1

dxn−1
(x2 − 1)n

∣∣∣∣1
−1

−
ˆ 1

−1

dn−1

dxn−1
(x2 − 1)nd

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)

注意到 (x2 − 1)n = (x− 1)n(x+ 1)n, 所以 dk
dxk (x

2 − 1)n
∣∣∣∣
−1

=
dk

dxk (x
2 − 1)n

∣∣∣∣
1

= 0, 所以

ˆ 1

−1

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)2

dx = −
ˆ 1

−1

dn−1

dxn−1
(x2 − 1)nd

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)
= −

ˆ 1

−1

dn−1

dxn−1
(x2 − 1)n

dn+1

dxn+1
(x2 − 1)ndx

继续分部积分，最终可得

ˆ 1

−1

(
dn

dxn (x
2 − 1)n

)2

dx = (−1)n
ˆ 1

−1
(x2 − 1)ndx
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换元 x = cos θ:
ˆ 1

−1
(x2 − 1)ndx =

ˆ 0

π
(− sin2 θ)n(− sin θdθ) =

ˆ π

0
sin2n+1 θdθ.

做这个三角积分的方法如下：
ˆ π

0
sin2n+1 θdθ = −

ˆ π

0
sin2n d cos θ = − sin2n θ cos θ

∣∣π
0
+

ˆ π

0
cos θd sin2n θ

− sin2n θ cos θ
∣∣π
0
= 0，所以

ˆ π

0
sin2n+1 θdθ = 2n

ˆ π

0
sin2n−1 θ cos2 θdθ = 2n

ˆ π

0
sin2n−1 θdθ − 2n

ˆ π

0
sin2n+1 θdθ

所以 ˆ π

0
sin2n+1 dθ = 2n

2n+ 1

ˆ π

0
sin2n−1 θdθ

逐步递推即可。具体结果留给读者自行计算。

因为范数不是 1，所以 Legendre 多项式不是单位向量。

练习 8.1.9. 设 f 是 n 维欧氏空间 V 内的线性函数，证明，存在唯一的固定向量 b ∈ V，使得

对任意 a ∈ V，都有 f(a) = 〈a, b〉．

证明: 取 V的一组标准正交基 q1, · · · , qn,令 b = f(q1)q1+· · ·+f(qn)qn,那么对任意 1 ≤ i ≤ n,

f(qi) = 〈qi, f(q1)q1 + · · ·+ f(qn)qn〉 = 〈qi, b〉;

对任意 a, a = x1q1 + · · ·+ xnqn, 那么

f(a) =
n∑
i=1

xif(qi) =
n∑
i=1

xi〈qi, b〉 = 〈a, b〉.

练习 8.1.10. 证明命题 8.1.15.

证明: 这即是要证明把内积限制在M之后也满足：对称性、双线线性、正定性。这是明显的，没

什么好证明的。

练习 8.1.11. 证明命题 8.1.17 第 2 条和第 3 条。

证明: 2. 根据维数公式有 dim(V) = dimM+dimM⊥−dimM∩M⊥ = dimM+dimM⊥.

3 根据正交补的定义，我们有 M ⊆ (M⊥)⊥. 而它们的维数都等于 dimV− dimM⊥, 就有
M = (M⊥)⊥

练习 8.1.12. 考虑欧氏空间 C[−1, 1] 及其内积 〈f, g〉 =
ˆ 1

−1
f(x)g(x)dx．证明奇函数组成的子空

间和偶函数组成的子空间互为正交补．
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证明: 设奇函数空间为 V, 偶函数空间为 W. 对任意 f ∈ C[−1, 1], 记 f̄ 为函数 f̄(x) = f(−x),
那么 f = f+f̄

2 + f−f̄
2 , 而 f+f̄

2 ∈ V, f−f̄2 ∈ W, 所以 C[−1, 1] = V + W. 又 V ∩ W = 0, 所以
C[−1, 1] = V⊕W. 对任意 f ∈ V, g ∈ W,

〈f, g〉 =
ˆ 1

−1
f(x)g(x)dx =

ˆ −1

1
f(−x)g(−x)d(−x) = −〈f, g〉

所以 V ⊆ W⊥,W ⊆ V⊥

对任意 f ∈ W⊥,令 f = f1+f2,其中 f1 ∈ V, f2 ∈ W,那么 〈f, f2〉 = 0,即 〈f1, f2〉+〈f2, f2〉 =
0. 而 〈f1, f2〉 = 0, 所以 〈f2, f2〉 = 0, 则 f2 = 0. 因此 f = f1 ∈ V, 这就证明了 V ⊆ W⊥. 同理可
证 W = V⊥.

练习 8.1.13. 设 M 是 n 维欧氏空间 V 的子空间，在 M 中取一组标准正交基 q1, q2, . . . , qr．证

明，V 中任意向量 a 在 M 上的正交投影 a1 =
r∑
i=1

〈a, qi〉qi．

证明: 因为 a1 ∈ M, 只需证明 a − a1 ∈ M⊥, 或者等价地只需证明 ∀b ∈ M, 〈a − a1, b〉 = 0, 或
者等价地只需证明 ∀b ∈ M, 〈a, b〉 = 〈a1, b〉, 或者等价地只需证明 ∀1 ≤ i ≤ r, 〈a, qi〉 = 〈a1, qi〉.
直接由定义知：〈a, qi〉 = 〈a1, qi〉.

练习 8.1.14. 设 M 是 n 维欧氏空间 V 的子空间，PM 是 V 到 M 上的正交投影．证明

〈PM(a), b〉 = 〈a,PM(b)〉, ∀a, b ∈ V.

证明: 设 a = a1+a2, b = b1+b2,其中 a1, b1 ∈ M,a2, b2 ∈ M⊥,那么 PM(a) = a1,PM(b) = b1,
那么

〈PM(a), b〉 = 〈a1, b1 + b2〉 = 〈a1, b1〉
〈a,PM(b)〉 = 〈a1 + a2, b1〉 = 〈a1, b1〉

阅读 8.1.15 (无限维欧氏空间中的正交投影).

8.2 欧氏空间上的线性映射

练习 8.2.1 (线性变换的范数). 类似于定义 6.3.6，欧氏空间 V 上向量的范数可以自然地诱导出

V 上线性变换的范数，即 sup
x 6=0

‖f(x)‖
‖x‖

称为 f 的范数，记为 ‖f‖．注意 ‖f‖ = +∞ 有可能成立．

对练习 7.3.97.3.9中的线性变换 D 和 A，证明 ‖D‖ ‖A‖ ≥ 1

2
．

这是量子力学中 Heisenberg 不确定性原理的一个简化模型．

证明:
1 = ‖I‖ = ‖AD − DA‖ ≤ ‖AD‖+ ‖DA‖ ≤ 2 ‖D‖ ‖A‖

所以 ‖D‖ ‖A‖ ≥ 1

2
．

练习 8.2.2. 证明伴随映射的基本结论：
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若 g = f∗，则 f = g∗．1. (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗．2.

证明: 1. 设 f ∈ Hom(U,V), g ∈ Hom(V,U) f = g∗ ⇔ ∀u ∈ U,v ∈ V, 〈g(v),u〉U =

〈v, f(u)〉V. 由内积的对称性，这等价于 〈u, g(v)〉U = 〈f(u),v〉V, 这等价于 g = f∗.

2. 设 f ∈ Hom(U,V), g ∈ Hom(V,W) (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ 等价于 ∀u ∈ U,w ∈ W,
〈(g ◦ f)(u),w〉W = 〈u, (f∗ ◦ g∗)(w)〉U. 事实上我们有

〈u, (f∗ ◦ g∗)(w)〉U = 〈f(u), g∗(w)〉V = 〈g(f(u)),w〉U.

练习 8.2.3. 给定对称矩阵 A =


1 1 1

1 2 3

1 3 4

，它在标准欧氏空间 Rn 上定义的线性变换 A 是一个

对称变换．给 Rn 找一组基，使得 A 在新的基下的矩阵不再是对称矩阵．这是否意味着 A 不再
是对称变换了？

证明: 例如，我们取


1

0

0

 ,

1

1

0

 ,

0

0

1

, 那么 A 在这一组基下的矩阵是


1 1 0

0 1 0

0 0 1


−1 

1 1 1

1 2 3

1 3 4



1 1 0

0 1 0

0 0 1

 =


0 −1 −2

1 3 3

1 4 4


这个矩阵不再是对称矩阵了，但是 A 依然是对称变换，因为变换本身不依赖于基。

练习 8.2.4. 给定多项式空间 R[x] 及其内积 〈p, q〉 =
ˆ 1

0
p(x)q(x)dx，考虑其上线性变换 A，满

足 (Ap)(x) = xp(x)．证明 A 是对称变换，但没有特征值和特征向量．

证明: 要证明 A 是对称变换，等价于证明对任意 p, q ∈ R, 〈A(p), q〉 = 〈p,A(q)〉.

〈A(p), q〉 =
ˆ 1

0
A(p)(x)q(x)dx =

ˆ 1

0
xp(x)q(x)dx = 〈p,A(q)〉.

若 (λ, p) 是 A 的特征对，即 0 6= p(x) ∈ R[x] 满足 A(p) = λp, 那么 xp(x) = λp(x). 但这是不可
能的：因为 xp(x) 的次数比 p(x) 大 1. 所以 A 没有特征值和特征向量．

练习 8.2.5. 考虑例 8.2.9 中的子空间 Va,b 上和其上对称变换 D2．这个对称变换对应的 Rayleigh

商
〈f,D2f〉
〈f, f〉

对非零的 f，取值最大是多少？此时 f 是什么函数？

证明: 根据例 8.2.12中的介绍，通过平移和伸缩，把区间 [−π, π]变换到 [a, b]可知 Va,b 有一组标

准正交基：
{√

2

b− a
sin
(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

))
: n ≥ 1

}
. 令 fn =

√
2

b− a
sin
(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

))
,

若 f =
∑

n≥1 anfn, 则 Rayleigh 商

〈f,D2f〉
〈f, f〉

=
−
∑

n≥1 n
2a2n∑

n≥1 a
2
n

= −1 +

∑
n≥1(1− n2)a2n∑

n≥1 a
2
n

≤ −1

284



取等号当且仅当对任意 n ≥ 2 时 an = 0, 即 f 是 f1 =

√
2

b− a
sin
(

2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

)
的非零

倍。

练习 8.2.6. 证明命题 8.2.14. 给定 n 维欧式空间 V 上的线性变换 f , 以下叙述等价：

1. f 是正交变换，即对任意 x,y ∈ V, 都有 〈f(x), f(y)〉 = 〈x,y〉；

2. f 是保距变换，即对任意 x ∈ V, 都有 ‖f(x)‖ = ‖x‖；

3. f 把 V 的标准正交基映射成标准正交基。

证明:

(1)⇒(3). 一组向量是标准正交基，当且仅当每个向量是单位向量且不同向量之间内积为 0。设

v1, · · · ,vn 是标准正交基，那么

〈f(vi), f(vj)〉 = 〈vi,vj〉 =

{
1 i = j

0 i 6= j

因此 f(v1), · · · , f(vn) 也是标准正交基。

(3)⇒(2). 设 v1, · · · ,vn 是标准正交基且 x = a1v1 + · · ·+ anvn, 则

‖x‖2 = 〈a1v1 + · · ·+ anvn, a1v1 + · · ·+ anvn〉 =
∑
i,j

aiaj〈vi,vj〉 =
n∑
i=1

a2i

由于 f(v1), · · · , f(vn) 也是标准正交基, f(x) = a1f(v1) + · · · + anf(vn), 同样的计算
可知 ‖f(x)‖2 =

∑n
i=1 a

2
i , 因此 ‖f(x)‖ = ‖x‖.

(2)⇒(1). 对任意 x,y, ‖f(x+ y)‖ = ‖x+ y‖平方展开就有 ‖f(x)‖2+2〈f(x), f(y)〉+‖f(y)‖2 =
‖x‖2 + 2〈x,y〉+ ‖y‖2, 因此 〈f(x), f(y)〉 = 〈x,y〉.

练习 8.2.7. 证明命题 8.2.15. 给定 n 维欧式空间 V 上的线性变换 f , 以下叙述等价：

1. f 是正交变换，当且仅当 ff∗ = f∗f = idV；

2. f 是正交变换，当且仅当 f 在任意标准正交基下的矩阵都是正交矩阵。

证明: f 是正交变换，则对任意 x,y, 都有 〈f(x), f(y)〉 = 〈x,y〉. 而 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, f∗f(y)〉,
所以 〈x,y〉 = 〈x, f∗f(y)〉. 取 x = y − f∗f(y), 则有 ‖f∗f(y)− y‖ = 0, 因此 f∗f(y) = y. 由 y

的任意性知 f∗f = idV. 于是 f 是 V 上的单射，那么有限维推出 f 是同构，因此 f∗ = f−1, 进
而有 ff∗ = idV.
反之，若 ff∗ = f∗f = idV，则对任意 x,y ∈ V, 〈x,y〉 = 〈x, f∗f(y)〉 = 〈f(x), f(y)〉。所以

f 是正交变换。

任意给定一组标准正交基，设 f 在这组基下的矩阵是 A, 由命题 8.2.3，f∗ 在这组基下的矩阵是
AT ; 在有命题 7.5.4,ff∗, f∗f 在这组基下的矩阵分别是 AAT, ATA. 由第 1 小题即得：

f 是正交变换，当且仅当 AAT = ATA = In, 即 A 是正交矩阵。
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练习 8.2.8. 回忆阅读 3.1.23和阅读 3.2.33.2.3中的小波基和 Hadamard矩阵 A =
1

2


1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

，
它是正交矩阵．求其正交相似标准形．

证明: det(λI4 −A) = (λ− 1)2(λ+ 1)2, 特征值为 1, 1,−1,−1. 由于它是实对称矩阵，一定可以
正交相似对角化，因此它的正交相似标准型是 diag(1, 1,−1,−1)

练习 8.2.9. 求正交矩阵 1

3


2 −1 2

2 2 −1

−1 2 2

 的正交相似标准形．
证明: det(λI3 − A) = (λ− 1)(λ2 − λ+ 1), 所以 1, cos π3 ± i sin π

3 是 A 的特征值，所以 A 的正

交相似标准型是 
1 0 0

0 cos π3 − sin π
3

0 sin π
3 cos π3



练习 8.2.10. 设 q 是 n 维欧氏空间 V 中的单位向量，P 是 M 向 Span(q) 上的正交投影．令
Q = I − 2P 是 V 上的线性变换．求证：

1. P(a) = 〈a, q〉q．

2. Q是正交变换，且其正交相似标准形是 diag(−1, 1, 1, . . . , 1)。称 Q为关于超平面 Span(q)⊥

的反射．

证明: 1. 我们只需要验证 a− P(a) ∈ q⊥, 即 〈a− P(a), q〉 = 0. 这是明显的。

2. 对任意 a, b,

〈Q(a),Q(b)〉 = 〈a− 2〈a, q〉q, b− 2〈b, q〉q〉
= 〈a, b〉 − 2〈a, 〈b, q〉q〉 − 2〈〈a, q〉q, b〉+ 2〈〈a, q〉q, 〈b, q〉q〉
= 〈a, b〉

因此 Q 是正交矩阵。我们取 q⊥ 的一组标准正交基 q2, · · · , qn，那么 q, q2, · · · , qn 是
V的一组标准正交基，在这组基下，Q的矩阵是是 diag(−1, 1, 1, . . . , 1)，那么它就是 Q
的正交标准型。

练习 8.2.11. 设 Q 是 n 维欧氏空间 V 上的正交变换，λ0 = 1 是一个特征值，对应的特征子空

间 N(I − Q) 的维数是 n− 1．证明，Q 是反射．

证明: 我们取 N(I − Q) 的一组标准正交基 q1, · · · , qn−1, 把它扩张成 V 的一组标准正交基

q1, · · · , qn−1, qn。那么在这组基之下，Q 的矩阵为 A =

[
In−1 v

uT a

]
. 那么 A 是正交矩阵，那

么 u = v = 0 且 a2 = 1. 若 a = 1，那么 Q 的特征值 1 对应的特征子空间维数是 n，矛盾，因

此 a = −1. 那么显然 Q 关于超平面 Span(qn)⊥ 的反射

286



练习 8.2.12. 对欧氏空间 V 的子空间 W，定义包含映射 J : W → V, Jv = v．证明 JJ∗ 是到 W

的正交投影．

证明: 我们只需证明：对任意 v ∈ V, JJ∗v ∈ W 且 v − JJ∗v ∈ W⊥. J∗ 是 V 到 W 的映射，所

以 J∗v ∈ W, 因此 JJ∗v ∈ W.
要证明：v − JJ∗v ∈ W⊥ 即证明对任意的 w ∈ W, 〈v − JJ∗v,w〉 = 0, 或者等价地 〈v,w〉 =

〈JJ∗v,w〉 = 〈v, JJ∗w〉. 那么我们只需要证明：对任意 w ∈ W, 都有 J∗w = w. 对任意 w’ ∈ W,
我们有

〈J∗w,w′〉 = 〈w, Jw′〉 = 〈w,w′〉.

那么我们取 w′ = J∗w − w, 就有 ‖J∗w −w‖ = 0. 这就证明了对任意 w ∈ W, J∗w = w 成

立。

练习 8.2.13. 欧氏空间 V 上的线性变换 f，如果满足 ff∗ = f∗f，则称 f 是一个正规变换。验

证对称变换和正交变换都是正规变换．

实矩阵 A，如果满足 AAT = ATA，则称 A 是一个正规矩阵。验证对称、反对称、正交矩

阵都是正规矩阵．

证明: 若 f 是对称变换，则 f = f∗, 显然 ff∗ = f∗f ; 若 f 是正交变换，则由命题 8.1.5，有
ff∗ = f∗f = idV.

若 A是对称矩阵，则 A = AT,所以 AAT = ATA = A2; 若 A是反对称矩阵，则 AT = −A，
所以 AAT = ATA = −A2; 若 A 是正交矩阵，则 AAT = ATA = In; 所以它们都是正规矩
阵。

8.3 酉 空 间

练习 8.3.1. 在 C[x]n 中定义二元函数 〈f, g〉 =
n∑
k=1

f(k)g(k)．

1. 证明，它定义了 C[x]n 上的一个内积．

2. 当 n = 3 时，求它的一组标准正交基．

证明: 1. • 共轭对称：〈f, g〉 =
∑n

k=1 f(k)g(k) =
∑n

k=1 g(k)f(k) = 〈g, f〉.

• 线性和共轭线性：对任意 f1, f2, g1, g2 ∈ C[x]n, k1, k2 ∈ C,

〈k1f1 + k2f2, g〉 =
∑n

k=1(k1f1 + k2f2)(k)g1(k) = k1〈f1, g1〉+ k2〈f2, g1〉
〈f1, k1g1 + k2g2〉 =

∑n
k=1 f1(k)(k1g1 + k2g2)(k) = k1〈f1, g1〉+ k2〈f2, g1〉

• 正定：对任意 f ∈ C[x]n, 〈f, f〉 =
n∑
k=1

f(k)f(k) ≥ 0. 且 〈f, f〉 = 0 当且仅当

f(1) = · · · = f(n) = 0. 根据代数基本定理，一个 m 次非零多项式恰好（计

算重数）有 m 个根；然而 f 次数小于 n 且有 n 个不同的根，因此 f = 0
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2. 我们先找 C[x]n 的一组基 f1 = 1, f2 = x, f3 = x2, 再做 Gram-Schmidt 正交化：

g1 = f1

g2 = f2 −
〈f2, g1〉
〈g1, g1〉

g1 = x− 2

g3 = f3 −
〈f3, g1〉
〈g1, g1〉

g1 −
〈f3, g2〉
〈g2, g2〉

g1 = x2 − 4x+ 10
3

单位化即得 C[x]3 的一组标准正交基

g1√
3
,
g2√
2
,
3g3√
6
.

练习 8.3.2. 在具有标准内积的酉空间 C3 中，设 a1 =


1

−1

1

 ,a2 =


1

0

i

，求与之线性等价的一
个正交向量组．

证明: 令 b2 = a2 −
〈a2,a1〉
〈a1,a1〉

a1 =


2−i
3

1+i
3

−1+2i
3

. 那么 a1, b2 正交，且和 a1,a2 线性等价。

练习 8.3.3. 证明命题 8.3.9.

证明: 设 A =
[
u1 · · · un

]
=
[
e1 · · · en

]
U , 根据命题 8.3.10, u1, · · · ,un 是标准正交基，

当且仅当 AHA = In, 当且仅当 UH
[
e1 · · · en

]H [
e1 · · · en

]
U = In. 因为 e1 · · · , en 是标

准正交基，所以
[
e1 · · · en

]H [
e1 · · · en

]
= In. 所以 u1, · · · ,un 是标准正交基，当且仅

当 UHU = In

练习 8.3.4. 证明命题 8.3.10.

证明: 设 U =
[
u1 · · · un

]
, 那么 UHU =

[
uTi uj

]
. U 是酉矩阵当且仅当 UHU = In, 当且仅

当 uTi uj =

{
1 i = j

0 i 6= j
, 当且仅当 u1, · · · ,un 是标准正交基.

练习 8.3.5. 利用 Schur 分解证明命题 8.3.13.

证明: 1. 设 A 是 Hermite 矩阵，我们对它使用 Schur 分解：UHAU = T , 其中 U 是酉矩

阵，T 是上三角矩阵，那么 TH = UHAHU = T , 所以 T 是对角矩阵，那么 TH = T ,
所以 T 的对角线都是实数。

2. 设 A 是酉矩阵，我们对它使用 Schur 分解：UHAU = T , 其中 U 是酉矩阵，T 是上

三角矩阵，T 也是酉矩阵。T 是酉矩阵则 T 的列向量（行向量）是 Cn 的一组标准正
交基，我们考虑第一列，就推出 T 的 (1, 1) 元素是绝对值为 1 的复数，再考虑第一行，

那么第一行除了 (1, 1) 元都是 0,再考虑第二列，依次同理可证 T 是对角元都是绝对值

为 1 的复数的对角矩阵。
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练习 8.3.6. 证明，酉矩阵的行列式的绝对值为 1；酉矩阵的特征值的绝对值为 1．

证明: 因为 det(AH) = det(A). 若 A 是酉矩阵，则 det(A)det(A) = det(AAH) = 1, 所以
|det(A)| = 1.

若 (λ,v) 是酉矩阵 A 的特征对：Av = λv, 那么 (λv)H(λv) = vHAHAv = vHv, 所以
λλ = 1, 即 |λ| = 1.

练习 8.3.7. 设 f 是酉空间 V 上的 Hermite 变换，证明，对任意 a ∈ V，〈f(a),a〉 都是实数．

证明: 〈f(a),a〉 = 〈a, f(a)〉 = 〈f(a),a〉, 所以 〈f(a),a〉 是实数。

练习 8.3.8. 如果矩阵的共轭转置等于其自身的负矩阵，那么该矩阵称为反 Hermite 矩阵或斜
Hermite 矩阵。证明，反 Hermite 矩阵是正规矩阵，且其非零特征值都是纯虚数．

证明: 设 A 是反 Hermite 矩阵，即 AH = −A, 则 AAH = AHA = −A2，所以反 Hermite 矩阵
是正规矩阵。

设 (λ,v) 是反 Hermite 矩阵矩阵 A 的特征对：Av = λv, 且 λ 6= 0. 那么

λvHv = (λv)Hv = vHAHv = −λvHv,

所以 λ = −λ, 因此 λ 是纯虚数

练习 8.3.9. 如果一个 Hermite 矩阵的特征值都是正实数，则称其为正定 Hermite 矩阵．证明，
二元函数 b

T
Aa 定义了 Cn 上的一个内积，当且仅当 A 是正定 Hermite 矩阵．

证明: • 若二元函数 b
T
Aa 定义了 Cn 上的一个内积，有共轭对称性知：那么 b

T
Aa =

aTAb, 即 bTAa = aTAb. 取 a = ei, b = ej，则有 āji = aij , 因此 A 是 Hermitian 矩
阵。设 (λ,v) 是 A 的一个特征对，那么由内积的正定性 vTAv > 0, 即 λvTv > 0. 所
以 λ 是正实数。

• 若 A 是正定 Hermite 矩阵，我们需要验证二元函数 b
T
Aa 满足共轭对称性、线性和共

轭线性以及正定性。线性和共轭线性是明显的。因为 A 是 Heimite 矩阵，

aTAb = aTAb =
(
aTAb

)T
= b

T
Aa,

所以 b
T
Aa满足共轭对称性。Hermite矩阵都有意酉相似对角化，而 A是正定 Hermite

矩阵，所以存在酉矩阵 U , 使得 UHAU = diag(λ1, · · · , λn), 其中 λ1, · · · , λn 都是正实

数。那么多对任意 v, 记 Uv =


z1
...

zn

, 则 vTAv = λ1 |z1|2 + · · ·+ λm |zn|2 ≥ 0. 取等号

时 |z1| = · · · = |zn| = 0, 即 Uv = 0, 所以 v = 0.

练习 8.3.10. 利用酉矩阵的酉相似标准形证明定理 8.2.18
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证明: 设 A 是正交矩阵，U 是酉矩阵，Λ 是对角矩阵使得 AU = UΛ. 我们可以重排 Λ 的对角

元，使得 Λ = diag(Ia,−Ib, λ1, λ̄1, · · · , λr, λ̄r). 这是因为 A 是实矩阵，它的特征多项式是实系

数的，因此非实根都是成对出现的。我们还需要注意到，|λ1| = · · · = |λr| = 1，所以我们可以假

设 λj = cos θj + i sin θj .
首先，我们可以取 U 的前 a+b列都是实向量。再注意到若 Au = λju,那么 Aū = λ̄jū,所以

U 的后 2r列也可以按照这种方式去选取。也就是说，U =
[
v1 · · · va+b u1 ū1 · · · ur ūr

]
,

其中 v1, · · · ,va+b 是正交的实向量。对 1 ≤ j ≤ r, 令 vj =
uj+ūj√

2
,v′
j =

i(uj−ūj)√
2

, 把它们也排成
一个矩阵：

V =
[
v1 · · · va+b v1 v′

1 · · · vr v′
r

]
= Udiag

Ia+b,
 1√

2
i√
2

1√
2

− i√
2

 , · · · ,
 1√

2
i√
2

1√
2

− i√
2


那么 V 也是酉矩阵，因为它是实矩阵，所以 V 是正交矩阵。下一步，我们就是要计算 V TAV .
事实上

A
[
vj v′

j

]
= A

[
uj ūj

] 1√
2

i√
2

1√
2

− i√
2


=
[
uj ūj

] [λj
λj

] 1√
2

i√
2

1√
2

− i√
2


=
[
vj v′

j

] 1√
2

i√
2

1√
2

− i√
2

H [λj
λj

] 1√
2

i√
2

1√
2

− i√
2


=
[
vj v′

j

]
Rθj

所以 V TAV = diag(Ia,−Ib, Rθ1 , · · · , Rθr)

练习 8.3.11. 判断以下矩阵是否为酉矩阵、Hermite 矩阵、反 Hermite 矩阵、正规矩阵，再计算
谱分解．[

0 1− i

i+ 1 1

]
．1.

[
2 1 + i

i− 1 3

]
．2. 1√

3

[
1 1− i

1 + i −1

]
．3.

0 i 0

0 0 i

i 0 0

．4. A =

[
i 1 i

1 i 1

]
，考虑 AHA 和 AAH．5.

证明: 谱分解的方法同实矩阵一样，先算特征多项式，解出特征值，然后计算每个特征值的特征
子空间的一组基即可。我们略去具体过程。需要说明的是，此处的谱分解并没有追求用酉矩阵

作酉相似对角化；比如说对 Hermite 矩阵作酉相似对角化，我们只需要对解答中的矩阵列向量
单位化即可。

1. A = AH , 所以 A 是 Hermite 矩阵. A =

[
1 1− i

1 + i −1

][
2

−1

][
1 1− i

1 + i −1

]−1

.
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2. AH =

[
2 −i− 1

1− i 3

]
, AAH =

[
6 i+ 1

1− i 11

]
, AHA =

[
6 −i− 1

i− 1 11

]
, 所以上述的

四种矩阵A都不是。A的谱分解为A =

[
1−

√
7i

2
1+

√
7i

2

1− i 1− i

][
5+

√
7i

2
5−

√
7i

2

][
1−

√
7i

2
1+

√
7i

2

1− i 1− i

]−1

3. A = AH , AAH = I2, 所以 A 既是 Hermite 矩阵，也是酉矩阵。A 的谱分解是 A = 1√
3
+ 1 1√

3
− 1

1+i√
3

1+i√
3

[1
−1

] 1√
3
+ 1 1√

3
− 1

1+i√
3

1+i√
3

−1

4. A的列向量是两两正交的单位向量，所以A是酉矩阵，自然是正规矩阵。AH =


0 0 −i

−i 0 0

0 −i 0

,

AH 6= ±A, 所以 A 不是（反）Hermite 矩阵。A 的谱分解是

A =


1 −e−

π
3
i −e

π
3
i

1 −e
π
3
i −e−

π
3
i

1 1 1



e

π
2
i

e
7π
6
i

e
11π
6

i



1 −e−

π
3
i −e

π
3
i

1 −e
π
3
i −e−

π
3
i

1 1 1


−1

5. AH =


−i 1

1 −i

−i 1

 , AHA =


2 0 2

0 2 0

2 0 2

 , AAH =

[
3 i

−i 3

]
, 它们都是 Hermite 矩阵，其

他种类都不属于。它们的谱分解是

AHA =


1 0 1

0 1 0

−1 0 1



0

2

4




1 0 1

0 1 0

−1 0 1


−1

, AAH =

[
−i i

1 1

][
2

4

][
−i i

1 1

]−1

练习 8.3.12. 证明或举出反例．

1. 既是 Hermite 矩阵又是酉矩阵的矩阵是对角阵．

2. 如果 H 是 Hermite 矩阵，则 iH 是反 Hermite 矩阵．

3. 如果 A 是 n 阶实方阵，则 A+ iIn 可逆．

4. 如果 A 是 n 阶酉矩阵，则 A+ iIn 可逆．

5. Hermite 矩阵的行列式是实数．

6. 反 Hermite 矩阵的行列式是纯虚数．

证明: 1. 反例：A =
1√
2

[
1 i

−i 1

]
2. 正确：(iH)H = iHH = −iH.

3. 反例：A =

[
0 1

−1 0

]

4. 反例：A =

[
i 0

0 −i

]
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5. 正确，因为 det(AH) = det(A), 所以 A = AH 推出 det(A) = det(A), 因此 det(A) 是
实数。

6. 错误，例如 A =

[
i 0

0 −i

]
, 它的行列式是 1.

练习 8.3.13. 给定 n 阶实方阵 A,B，我们考虑复矩阵 A+ iB 和实矩阵

[
A −B
B A

]
的关系．

1. 证明 A+ iB 是 Hermite 矩阵当且仅当
[
A −B
B A

]
是实对称矩阵．

2. 证明 A+ iB 是酉矩阵当且仅当

[
A −B
B A

]
是正交矩阵．

3. 证明对 n 维实向量 v,w 和实数 a, b，我们有 (A+ iB)(v+ iw) = (v+ iw)(a+ ib) 当

且仅当

[
A −B
B A

][
v −w

w v

]
=

[
v −w

w v

][
a −b
b a

]
．

4. 证明 (A1+iB1)(A2+iB2) = A3+iB3当且仅当

[
A1 −B1

B1 A1

][
A2 −B2

B2 A2

]
=

[
A3 −B3

B3 A3

]
，

其中 Ai, Bi, i = 1, 2, 3 是 n 阶实方阵．

5. trace(A+ iB) 和 trace
([

A −B
B A

])
有何关系？det(A+ iB) 和 det

([
A −B
B A

])
如

何？

6. 求可逆矩阵 C 使得矩阵

[
A+ iB 0

0 A− iB

]
= C

[
A −B
B A

]
C−1．

附注. 因此两矩阵相似．

证明: 1. A+iB 是 Hermite矩阵，当且仅当 A+iB = AT−iBT ,当且仅当 AT = A,BT =

−B, 当且仅当
[
A −B
B A

]T

=

[
A −B
B A

]
.

2. A + iB 是酉矩阵，当且仅当 (A + iB)(AT − iBT ) = In, 当且仅当 AAT + BBT =

In, BA
T −ABT = 0, 当且仅当

[
A −B
B A

][
A −B
B A

]T

= I2n.

3. (A + iB)(v + iw) = (v + iw)(a + ib) 当且仅当 (Av − Bw) + i(Bv + Aw) = (av −
bw) + i(aw + bv), 当且仅当 Av −Bw = av − bw, Aw +Bv = aw + bv.

另一方面，

[
A −B
B A

][
v −w

w v

]
=

[
v −w

w v

][
a −b
b a

]
即

[
Av −Bw −Aw −Bv

Bv +Aw −Bw +Av

]
=[

av − bw −aw − bv

bv + aw −bw + av

]
, 当且仅当 Av −Bw = av − bw, Aw +Bv = aw + bv.

4. (A1 + iB1)(A2 + iB2) = (A1A2 − B1B2) + i(A1B2 + B1A2), (A1 + iB1)(A2 + iB2) =

A3 + iB3 当且仅当 A1A2 −B1B2 = A3, A1B2 +B1A2 = B3.

另一方面，

[
A1 −B1

B1 A1

][
A2 −B2

B2 A2

]
=

[
A1A2 −B1B2 −A1B2 −B1A2

BaA2 +A1B2 −B1B2 +A1A2

]
，所以
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[
A1 −B1

B1 A1

][
A2 −B2

B2 A2

]
=

[
A3 −B3

B3 A3

]
当且仅当 A1A2−B1B2 = A3, A1B2+B1A2 =

B3.

5. trace(A+iB) = trace(A)+itrace(B),所以 trace
([

A −B
B A

])
= 2trace(A) = trace(A+

iB) + trace(A+ iB). 我们做初等行变换
[
A −B
B A

]
→

[
A+ iB i(A+ iB)

B A

]
, 若

A+ iB 不可逆，则 det(A+ iB) = det
([

A −B
B A

])
= 0. 若 A+ iB 可逆，则

det
([

A −B
B A

])
= det(A+ iB) det

([
In iIn

B A

])

= det(A+ iB) det
([

In iIn

0 A− iB

])
= det(A+ iB) det(A− iB)

所以我们始终有 det
([

A −B
B A

])
= det(A+ iB)det(A+ iB).

6. 这个问题，我们通过：观察现象——猜测——验证这三步曲来做，或者根据：观察特殊

情况——猜测——验证这三步。例如，当 A,B 都是 1 阶方阵，即是一个实数的情形，

对

[
a −b
b a

]
作相似对角化，可得 C =

[
1 i

1 −i

]
. 对于 A,B 是 n阶方阵，那么我们可以

猜测 C =

[
In iIn

In −iIn

]
,那么很容易看出 C 可逆，计算矩阵乘法：

[
A+ iB 0

0 A− iB

]
C

和 C

[
A −B
B A

]
就完成了证明。

练习 8.3.14. 考虑酉矩阵 U =

[
a b

c d

]
，其中 a, b, c, d ∈ C．

1. 证明存在 ϕ ∈ R 使得 c = −eiϕb, d = eiϕa．计算 det(U)，将结果用 ϕ 表示．

2. 由 |a|2 + |b|2 = 1 可设 |a| = cos θ, |b| = sin θ，其中 θ ∈ R．求 ϕ1, ϕ2 ∈ R 满足

U = ei
ϕ
2

[
eiϕ1 cos θ eiϕ2 sin θ

−e−iϕ2 sin θ e−iϕ1 cos θ

]
．

附注. 这说明一个二阶酉矩阵被四个实系数 ϕ, ϕ1, ϕ2, θ 决定．

求 ψ1, ψ2 ∈ R，使得 U = ei
ϕ
2D1RθD2，其中 Rθ 是旋转矩阵

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
，而

Dj =

[
eiψj 0

0 e−iψj

]
．

附注. 这也说明一个二阶酉矩阵被四个实系数 ϕ, ψ1, ψ2, θ 决定．

293



证明: 1. 由 UH = U−1 可得

[
ā c̄

b̄ d̄

]
= det(U)−1

[
d −b
−c a

]
, 酉矩阵行列式的绝对值是 1，

因此存在 ϕ ∈ R 使得 det(U) = eiϕ, 代入即得 c = −eiϕb, d = eiϕa。

2. 我们可以用待定系数法，把 D1, D2 代入计算。但是事实上，稍微敏感一些，直接观察

即可得

D1 =

[
ei

ϕ1−ϕ2
2 0

0 e−i
ϕ1−ϕ2

2

]
, D2 =

[
ei

ϕ1+ϕ2
2 0

0 e−i
ϕ1+ϕ2

2

]

即 ψ1 =
ϕ1−ϕ2

2 , ψ2 =
ϕ1+ϕ2

2 .

练习 8.3.15. 设 n 阶酉矩阵 A 满足 A = AT（A 未必是 Hermite 矩阵）．

1. 证明 A = A−1 是 A 的逆矩阵．

2. 证明 A 的每个特征值都有实特征向量．

3. 证明存在对角阵 D 和（实）正交矩阵 P，使得 A = PDP−1．

注意
1√
n
Fn 就满足条件，其中 Fn 是 n 阶 Fourier 矩阵．

证明: 1. 因为 A−1 = AH = AT = A.

2. 设 v 6= 0 使得 Av = λv, 因为 A 的酉矩阵，所以 A 的特征值模长是 1, 那么 λ−1 = λ̄.

我们对等式 Av = λv 取复共轭就有 Āv̄ = λ̄v̄, 所以 Av̄ = λv̄. 由于 v 6= 0, 要么
v1 = v+v̄ 6= 0,要么 v2 = i(v−v̄) 6= 0,这两个向量都是实向量，且 Avi = λvi(i = 1, 2).
所以 A 的特征值 λ 有实特征向量。

3. 我们对阶数做归纳。n = 1 时，命题是平凡的。假设结论对 n 成立，A 是 n + 1 阶对

称酉矩阵。任取 A 的一个特征值 λ1 和属于它的实单位特征向量 v1，把 v1 扩张成 Rn

的一组标准正交基，那么 U =
[
v1 v2, · · · ,vn+1

]
是实正交矩阵。那么

AU =
[
λ1v1 Av2 · · · Avn+1

]
= U

[
λ1 uT

0 B

]

那么

[
λ1 uT

0 B

]
= UTAU 是酉矩阵，也是对称矩阵，因此 B 也是对称的酉矩阵。由归纳

假设，存在 n-阶实正交矩阵 V 施舍 V TBV 是对称矩阵，因此

(
U

[
1

V

])T

A

(
U

[
1

V

])

是对角矩阵，并且

(
U

[
1

V

])
是实对称矩阵，这就完成了归纳。

练习 8.3.16. 给定 n 阶 Fourier 矩阵 Fn，计算 det(Fn) 和 F 2
n．

证明: Fn 是范德蒙行列式，所以 det(Fn) =
∏

0≤i<j≤n−1

(ωjn − ωin).
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直接计算矩阵乘法，我们就有 F 2
n 的第 (i, j) 元是

n−1∑
k=0

ωk(i+j−2)
n =

{
n i+ j = 2或者n+ 2

0 其他

所以 F 2
n =


n 0 · · · 0

0 0 · · · n
... . .

. ...

0 n · · · 0

. 从这个等式可以看出 det(Fn)2 = (−1)
(n−1)(n−2)

2 nn

练习 8.3.17. 证明命题 8.3.18.

证明: 因为 Fn 是对称矩阵，所以 FHn = FT
n = Fn.

考虑 FnFn, 它的第 (i, j) 元是

n∑
k=1

ωk(i−1)
n ωk(j−1)

n =

n−1∑
k=0

ωk(n+i−j)n =

{
n i = j

0 其他

所以 FnFn = nIn.

练习 8.3.18. 证明定理 8.3.20.

证明: 这里的验证仅仅是按部就班的矩阵运算而已，唯一需要注意的一点是：ω2
2n = ωn.

练习 8.3.19. 对任意复数 c1, c2, . . . , cn，形如



c0 c1 · · · cn−2 cn−1

cn−1 c0 c1 cn−2

... cn−1 c0
. . .

...

c2
. . .

. . . c1

c1 c2 · · · cn−1 c0


的方阵称为循环

矩阵．

1. 证明，对任意 n 阶循环矩阵 C，F−1
n CFn 是对角矩阵，其中 Fn 是 n 阶 Fourier 矩阵．

2. 设计一个计算 Cx，其中 C 为循环矩阵的快速算法．

3. 设计一个求解 Cx = b，其中 C 为循环矩阵的快速算法．

证明: 1. 令 ξi =


1

ωi−1
n

...

ω
(n−1)(i−1)
n

 是 Fn 的第 i 个列向量，那么

Cξi =


c0 + c1ω

i−1
n ++ · · ·+ cn−1ω

(n−1)(i−1)
n

cn−1 + c0ω
i−1
n ++ · · ·+ cn−2ω

(n−1)(i−1)
n

...

c1 + c2ω
i−1
n ++ · · ·+ c0ω

(n−1)(i−1)
n


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注意到 (ωi−1
n )n = 1, 令 f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1, 那么 Cξi = f(ωi−1
n )ξi. 所以

CFn = Fn


1

f(ωn)

. . .

f(ωn−1
n )

 , 即F−1
n CFn =


1

f(ωn)

. . .

f(ωn−1
n )



2. 令 Λ =


1

f(ωn)

. . .

f(ωn−1
n )

, 则 Cx = FnΛF
−1
n x = n−1FnΛFnx, 因此我们利

用快速算法计算 Fnx，然后做一个矩阵乘法：左乘 Λ, 然后再用快速算法计算左乘 Fn

即可。

3. 等价于求解 Λy = Fnb 和 x = n−1Fny; 这两者都有快速算法。
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